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Egzamin maturalny z matematyki
Rozwiqzania zadan i schemat punktowania — poziom rozszerzony

Zadanie 1. (0-4)

B |x+3|+|x—3|

Dana jest funkcja f okre§lona wzorem f(x)= dla kazdej liczby rzeczywistej

x # 0. Wyznacz zbior wartosci tej funkcji.

Obszar standardow Opis wymagan
Wykorzystanie Wykorzystanie pojecia wartosci bezwzglednej 1 jej
1 interpretowanie interpretacji geometryczne;.
reprezentacji Sporzadzanie wykresu, odczytywanie wtasnos$ci i

rozwigzywanie zadan umieszczonych w kontekscie
praktycznym zwiazanych z proporcjonalnoscia odwrotna.
(IL.1.f, 4.m)

Rozwiazanie
Wzér funkcji f mozemy zapisa¢ w kazdym ze zbiorow: (— 00, — 3), <— 3, 3)\ {0}, <3, + oo) bez

symbolu warto$ci bezwzglednej. Wowczas

—(x+3)+|:—(x—3)] dla xe(—oo,—3)
f)= x+3+[;(x_3)] dia x&(-3,0)0(0,3),
w dla x & (3,+0)

czyli
-2 dla x e (—oo,—3)

f(x)= S i xe(-3,0)u(0,3).

=

2 dla xe(3,+»)

Wykres ma wigc postac

Zbiorem warto$ci funkcji fjest (—0,-2)U(2,+0).
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Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA cuuveeeerreessnncsssnnessnncssssecssssesssssesssssesssssesssssesssssesssssesssssssssssesssssssssssssssssssssssssssns 1 pkt
Zdajacy:
e zapisze przedzialy: (-0, -3), (-3,3), (3,+ ) i na tym poprzestanie lub dalej
popelni btedy, np. przy korzystaniu z definicji warto$ci bezwzglednej
albo
e zaznaczy na osi liczbowej przedziaty: (-, -3), (-3,3), (3,+ ) ina tym
poprzestanie lub dalej popetni btedy, np. przy korzystaniu z definicji warto$ci
bezwzgledne;.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP ....cccceeverreeisuensnicsunnsecssnecsnesssesssecsssecssesssanes 2 pkt

|x+3|+|x—3|

Zdajacy zapisze licznik utamka w przedziatach (-, -3), (-3,3), (3,+ )

X
bez uzycia symbolu warto$ci bezwzglednej, np.:

43| +x =3 =—(x+3)+[ —(x-3)] dla x & (-,-3),

|x+3|+|x—3|=x+3+[—(x—3)] dla xe<—3,0)u(0,3),

|x+3|+|x—3|=x+3+x—3 dla xe<3,+oo).

Uwaga

Nie wymagamy, zeby zdajacy rozpatrujac funkcj¢ f'w przedziale <—3 , 3) zapisat warunek
x#0.

Pokonanie zasadniczych trudnoSci zadania ...........oeeveieniinseinsicnsnncncnnseinsnecssensssnesenns 3 pkt
Zdajacy
e zapisze wzor funkcji f'w poszczegolnych przedziatach popehiajac btad rachunkowy
1 konsekwentnie do popetnionego btedu poda jej zbior wartosci
albo

e poprawnie narysuje wykres funkcji f 1 btednie odczyta zbior wartosci (np. R).

ROZWIQZanie PEHE .......cueiinuiiiiiiiiiiiiiitiniitenntecnnncntecnescstessssseessssnsssssnesssssessssssssses 4 pkt
Zdajacy poda zbior wartosci funkgji /7 (—00,—2) (2, +0).

Uwaga
Jezeli zdajacy narysuje poprawnie wykres funkcji 1 nie poda zbioru jej wartosci, to otrzymuje
3 punkty.
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Zadanie 2. (0-6)

Wyznacz wszystkie warto§ci  parametru m, dla ktérych funkcja kwadratowa
f(x)=x"-(2m+2)x+2m+5 ma dwa rozne pierwiastki x,, x, takie, ze suma kwadratow

odlegtosci punktow 4 =(x,,0) i B=(x,,0) od prostej o rownaniu x+y+1=0 jest rowna 6.

Obszar standardow Opis wymagan

Uzycie 1 tworzenie strategii | Rozwiazywanie zadan (rdwniez umieszczonych w kontekscie
praktycznym), prowadzacych do badania funkcji
kwadratowe;j. Obliczanie odlegtosci punktu od prostej. (IV.4.1,
8.c)

I spos6b rozwiazania
Funkcja kwadratowa f ma dwa ro6zne pierwiastki wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest
warunek A > 0. Zatem

[~(2m+2)] —4-1-(2m+5)>0,
4m* -16>0,
4(m—2)(m+2)>0,

m e(—oo,—Z)u(2,+oo).

Odlegtosé punktu A4 =(x,,0) od prostej o rownaniu x+ y+1=0 jest réwna

w1040 x4
1 V2 V2 o
+1
Analogicznie odlegto$¢ punktu B =(x,,0) od tej prostej jest rowna d, = % .

Suma kwadratow tych odleglosci jest rowna 6, wigc otrzymujemy rownos¢

(|xl +1|T _|_(|)c2 +1|]2 P
V2 V2 '
Przeksztatcajac rownowaznie t¢ rdwnos¢ otrzymujemy

(xl + 1)2 N (x2 + 1)2

2 2
x4+ 2x + 1+ x5 +2x, +1=12,

=6,

x12+x22+2(x1+x2)—10:0,

(x1 +)c2)2 —2x,x, +2(x1 +x2)—10 =0.
Wykorzystujac wzory Viete’a otrzymujemy roéwnanie z niewiadoma m
(2m+2) —2(2m+5)+2(2m+2)-10=0,
4m® +8m+4-4m—-10+4m+4-10=0,
Am* +8m—-12=0,
m’ +2m-3=0,
(m—l)(m+3):0.
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Stad
m=11lub m=-3.
Tylko dla m = -3 istnieja pierwiastki x,, x,.

11 sposob rozwiazania

Funkcja kwadratowa f ma dwa rozne pierwiastki wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest
warunek A >0. Zatem

[—(2m+2)] —4-1-(2m+5)>0,
4m* ~16>0,
4(m—2)(m+2)>0,
me(—oo,—Z)u(2,+oo).
Odleglos¢ punktu 4 =(x,,0) od prostej o réwnaniu x+y+1=0 jest réwna
Lx, +1-0+1 |x, +1|

1 V2 V2

Analogicznie odlegto$¢ punktu B =(x,,0) od tej prostej jest rowna d, =

|x2 + l|

V2

Suma kwadratow tych odlegtosci jest rowna 6, wigc otrzymujemy réwnos¢

(|x1 +1|]2 +(|x2+I|J2 _6. cnyli (x, ;—1)2 +(x2 +1)2 6

7 )\ 2

Pierwiastki x,, x, sa rowne:

_2m+2—\/4m2 -16
= > =

Otrzymujemy wigc rownanie z niewiadoma m

(m+1— m2—4+1)2 (m+l+\/m+l)2
2 ’ 2
(m+2—m)2+(m+2+m)2 =12,
(m+2) —2(m+2)Nm> —4+m* —4+(m+2) +2(m+2)Nm’ —4+m* —4=12,
2(m+2) +2m*-8=12,
(m* +4m+4)+m*-10=0,

2
2m+2++4m” -16 o lam?— 4

2

m+1—+m* —4 oraz x, =

X

=6,

m*+2m-3=0,
(m—l)(m+3)=0.
Stad
m=11lub m=-3.
Tylko dla m = -3 istniejq pierwiastki x,, x,.

Schemat oceniania I i Il sposobu oceniania

Rozwiazanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.

Pierwszy z nich polega na rozwiazaniu nierownosci A > 0: m e (—oo, —2) v/ (2, +oo) .
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Za poprawne rozwiazanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwaga Jezeli zdajacy zapisze A >0, to za t¢ czg$¢ otrzymuje 0 punktow.
Drugi etap polega na rozwiazaniu rownania d,” +d,” = 6 .

Za tg czg$¢ rozwiazania zdajacy otrzymuje 4 punkty.

Podzial punktéw za drugi etap rozwiazania:

1 punkt zdajacy otrzymuje za zapisanie odlegtosci punktu 4 lub B od proste;j
oréwnaniu x + y +1 =0 w zalezno$ci od pierwszej wspodirzednej punktu:

_|x1+1| _|x2 +1|

d = ,d, = .
Y 2 NG

2 punkty zdajacy otrzymuje za zapisanie
2
(x +x,) —2xx, +2(x, +x,)
2

e wyrazenia d,> + d,” w postaci:
albo
e roéwnosci d,*> +d,> = 6 , w postaci rtownowaznej, np.:
2
(x1 +x2) —2x,x, +2(x1 +x2)—10:0

albo
e rdwnania z niewiadoma m w postaci:

2 2
(m+1—\/m2—4+1) (m+1+\/m2—4+1)
+

2 2
3 punkty zdajacy otrzymuje za zapisanie rownania stopnia drugiego z jedna

niewiadoma m, np.: (2m+2)" —2(2m+5)+2(2m+2)~10=0 lub
2(m+2) +2m* -8 =12.

4 punkty zdajacy otrzymuje za rozwiazanie tego rownania: m =1 lub m=-3.

=6.
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pierwszego 1 drugiego: m=-3.
Rozwigzanie pelne (172eCi €1ap)...ccueevueicueisuerssuensuerssensuensnensnnnsssenssessssesssessssecssessssssssessss

Wyznaczenie czgs$ci wspdlnej zbiorow rozwigzan nierownosci i rownania oraz podanie
odpowiedzi: m=-3.

Uwaga

Za ostatni etap 1 punkt moze zosta¢ przyznany tylko wowczas, gdy zdajacy poprawnie
wykona etapy I i Il rozwiazania albo poprawnie wykona etap I i popetnia biedy

w rozwiazaniu roéwnania z etapu II, albo gdy popetnia btedy w etapie I i dobrze rozwiaze
réwnanie z etapu II.

Trzeci etap polega na wyznaczeniu czgs$ci wspdlnej rozwigzan nierdéwnosci z etapu
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Zadanie 3. (0-1)

Rozwiaz réwnanie V3 cosx=1+sinx w przedziale <0, 27z> .

Obszar standardow Opis wymagan
Wykorzystanie Rozwiazywanie rdwnan i nierownosci trygonometrycznych.
1 interpretowanie (I.6.e.R)
reprezentacji

I sposdb rozwigzania
Roéwnanie zapisujemy w postaci rOwnowaznej

V3 -cosx—sinx=1.
Dzielac obie strony rownania przez 2 otrzymujemy

3

| 1
——COSX——-SInx=—.
2 2 2

) . V3 /4 1 T . , ) . ., .
Poniewaz -5 = s1n§ oraz 5 = COSE , Wigc rOwnanie mozemy zapisa¢ w postaci

. T 1
sin—-cosx —cos—-sinx=—.
3 3 2
Ze wzoru na sinus roznicy dostajemy
(7
sin| ——x |=
3
7 T

3 x= 3 + 2kz lub % —Xx= (7[ — %) + 2kr, gdzie k jest liczba catkowita,

N | —

Stad

czyli
x=£—2k7z lub x=—£—2k7z.
6 2

. . : . 3
W przedziale <0, 27r> sa tylko dwa rozwiazania tego réwnania: x = %, X = Eﬂ .

Uwaga

. . W3 I . 1 . S . o
Rownanie 7 *COSX ——-SInx = E mozemy rowniez zapisac w postaclt rownowaznej

T LT 1
COS—-COSXx—Sin—-sinx =—,
6 6 2

a nastgpnie zastosowac¢ wzor na cosinus sumy. Wtedy otrzymujemy

SHE
Cos| x+— [=—.
6) 2
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Stad
x+ 2 =2 2kz b x +% - —% +2kx, gdzie k jest liczba catkowita,
wiec
X = % +2kx Tub x = —% +2kr, gdzie k jest liczba catkowita.
Uwaga

Do réwnania elementarnego, np. s1n(§ - xj = E mozemy réwniez dojs¢ nieco inaczej.

. . V/d . sin % , . . .
Zauwazmy, ze /3 = tg—, czyli V'3 =— . Zatem réwnanie /3 -cos x —sin x = mozemy
3 cos%
zapisa¢ w postaci rownowaznej
sinZ

3
Ea
cos?%

) (72' ) 1
sinf ——x [=—.
3 2

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

-cosx—sinx =1,

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMA «eveeueriesserecsssnessssncssssnossssnosssssossssssssssssssssssssssssssssssssssssssssossssssssssssssnsssssssssssssssssns 1 pkt

Zdajacy zapisze rOwnanie w postaci rownowaznej, np.: sin ? - COS X — COS ? -sinx = E lub

sin 5 .
-cosx—sinx=1.

T . T . 1
cOos—-cosx—sin—-sinx =— lub
6 cos%

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStP .....cccceevueirseiisueissnrcsunissenssnenssnecseesssesssecsseenns 2 pkt
. . . . . 1

Zdajacy zapisze rOwnanie w postaci rownowaznej: sm(— - xj =— lub cos (x + —j = 5

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania..........coeicenveicncseicsseicssnicssnnscssansssssnessasssnes 3 pkt

Zdajacy rozwiaze rOwnanie w zbiorze R:

x= % — 2k lub x = —% — 2k, gdzie k jest liczba catkowita.

Rozwigzanie pelne..........ceiiineiiineiiissnninssenininicssnncssnnncsssnncsssescssssessssnes 4 pkt
Zdajacy poda wszystkie rozwiazania rbwnania z przedziatu <0, 27r> Dx= % , X= %7[ .
Uwaga

Jezeli zdajacy zapisze tylko jedna serig rozwiazan réwnania elementarnego i konsekwentnie
poda tylko jedno rozwiazanie z przedziatu <0, 27r> , to otrzymuje 3 punkty.

II sposob rozwiazania
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Poniewaz prawa strona rownania V3 -cosx =1+sinx jest nieujemna, wigc rGwnanie ma
rozwiagzania tylko wtedy, gdy cosx > 0. Wowczas podnoszac obie strony rownania do
kwadratu otrzymujemy rOwnanie rOwnowazne

3cos’ x=1+2sinx+sin’ x.
Stad 1 z ,,jedynki trygonometrycznej” otrzymujemy
3(1-sin® x)=1+2sinx+sin’ x,
4sin”* x +2sinx—-2=0,
2sin’ x+sinx—1=0.
Podstawiajac ¢ =sinx otrzymujemy réwnanie kwadratowe
262 +t-1=0,
(t+1)(2t-1)=0.
Stad
t=—-11lubt= l
2
Zatem

sinx=—1 lub sinx = % .
Rozwiazaniem pierwszego z tych réwnan jest kazda liczba x = %7: +2kr , gdzie k jest liczba

catkowita. Rozwiazaniem drugiego jest kazda liczba x = %+ 2kz Tub x = %7: +2kr , gdzie
k jest liczba catkowita.

Poniewaz dla kazdego £ jest liczba catkowita mamy cos (%ﬂ' + 2k7rj =cos (%ﬁj <0, wigc

zadna z liczb x = gﬂ + 2k nie jest rozwigzaniem naszego rownania. Sposrod pozostatych

rozwiazan, w przedziale <O, 27z> znajduja sie tylko dwie takie liczby: x = %, xX= %72' .

Uwaga

Zamiast przeksztatca¢ rownanie V3 -cosx=1+sinx w sposob rownowazny do uktadu
rownania 3cos” x =1+ 2sin x + sin” x i nierdwnosci cosx >0 mozemy wyznaczy¢é
wszystkie liczby z przedziatu <O, 27[> , spetniajace rownanie 3cos” x=1+2sinx +sin” x,

o V4 5 3 . s . .
a wige liczby x = e xX= P T, X= 57[ , a nastegpnie sprawdzi¢, ktére z nich spetniaja

réwnanie /3 -cosx =1+sinx. Wowczas dla x :% lewa strona rownania jest rowna
3 3 : 1 3 . . . . :
NER cosZ = \/§£ =—,aprawa 1+ sinZ=14+—=2 , wiec liczba x = z jest rozwiazaniem
6 2 2 6 2 2 6

roOwnania 4/3 -cosx =1+sinx. Dla x = s 7 lewa strona rownania jest rowna

5 NER I 5 1 3 5
icosZz=+3-| -2 =——,aprawa l+sin—7 =1+—==, wigc liczba x =— 7 nie jest
6 2 2 P 6 2 2 © 6 !
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rozwigzaniem rownania \/5 -cosx=1+sinx.Dla x= E;z lewa strona rownania

\/g-cos%ﬂ:\/g-O:O, a prawa 1+sin(%7zj:1—1:0,wiqc liczba x:%ﬂ jest

rozwiazaniem rownania.
3

W przedziale <0, 27r> znajduja si¢ dwa rozwiazania: x=—, x = 57[ )

K

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMA «eeeeuneeicssarecssanessssrcssssncssssnessssecssssesssssesssssesssssesssssssssssesssssssssssssssssesssssssssssssssassssss 1 pkt
Zdajacy zapisze zatozenie cosx > 0, a nastgpnie zapisze rOwnanie w postaci rownowaznej,

np.: 2sin’ x+sinx—1=0.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP cccceeeerverecrsnrisssnressnrcssnncssnsrcssasesssssecsssesssssessns 2 pkt
Zdajacy zapisze alternatywg rownan: sinx =—1 lub sinx = % .

Uwaga

. . .. ..
Wystarczy, ze zdajacy zapisze t =—1 lub ¢ = 5> jesli wykonat podstawienie.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania...........eeeeveeinverinsnicssnicssnicssnescssnnesssnsessnns 3 pkt

Zdajacy rozwiaze réwnania sinx =—1, sinx = 1 w zbiorze R:
2
Vs 5 3 . . . .
xX= n +2kr, x= ps T+2kn, x= 571' +2kr , gdzie k jest liczba catkowita.

Rozwigzanie pelne..........eiiineiiinniiissnrinssnninsniinsnncssnncsssencsssescssssessssnes 4 pkt

Zdajacy poda wszystkie rozwigzania réwnania z przedziatu <O, 27z> Dx= % , X=—TT.
Uwaga

Jezeli zdajacy zapisze tylko jedna seri¢ rozwiazan sposrod x = % +2km, x= %7[ + 2k,

1 konsekwentnie poda tylko jedno rozwiazanie z przedziatu <0, 27r> , to otrzymuje 3 punkty.

111 sposob rozwiazania

Dopisujac do réwnania J3-cosx—sinx=1 ,Jedynke trygonometryczng” otrzymujemy uktad

roéwnan
\/g-cosx—sinx =1
sin® x+cos*x=1

z niewiadomymi sinx 1 cosx.
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Rozwiazujac ten uktad dostajemy kolejno:

sinx=+/3-cosx—1
(\/§~cosx—1)2+coszx:1

sinx =+/3-cosx—1
4cos® x—2/3cosx=0

sinx =+/3-cosx—1
4cosx(cosx—gJ=O

sinx=+/3-cosx—1

b=y

cosx=0 lub cosx=

) sinx =
sinx =-1
{ lub

cosx=0
cosSx =

Rozwiazujac otrzymane réwnania elementarne mamy

x=%7z+2k7z x=%+2k7r lub x=§ﬂ+2k7r

lub 6 , gdzie k jest liczba calkowita.
x=2ikr x=242kr Wb x=-Z42kn
2 6 6
Stad
xX= %7[ +2kx lub x = % +2kr , gdzie k jest liczba catkowita.
W przedziale <0, 27r> znajduja si¢ dwa rozwiazania: x = %, xX= %7[ .

Schemat oceniania III sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA cuuveeeerneessencsssanessssncssssnessssesssssesssssesssssesssssesssssesssssesssssesssssesssssssssssssssssssssssssssns 1 pkt
Zdajacy zapisze uklad rownan, w ktorym jedno z rownan zawiera tylko jedna niewiadoma
cosx lub sinx, np.:

sinx =+/3-cosx—1

(x/§~cosx—1)2 +cos’x=1

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP ..ccccvverecvsnrcisnrcssnncssanncssssecssssecsssssssssesssssessnns 2 pkt
Zdajacy zapisze alternatywg elementarnych rownan trygonometrycznych wynikajacych
z otrzymanego uktadu, np.:

cosx=0 lub cosx=73.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania ........coeeeeveeciiercnssencnsencssnncssnncssnnssssssssssnns 3 pkt
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Zdajacy rozwiaze otrzymane rownania w zbiorze R:

x=%+k7r lub x=—%+2kﬂ lub x=%+2k7f lub x=5?7z+2k7r, gdzie k jest liczba

calkowita.

Rozwigzanie pelne..........eiiineiiiieiiiinninisnninssnicnsencnsnicsssencsssnesssnesnns 4 pkt
Zdajacy poda wszystkie rozwiazania rbwnania z przedziatu <0, 27r> Dx= % , X= %7[ .

Uwaga

Jezeli zdajacy zapisze tylko jedna serig rozwiazan réwnania elementarnego i konsekwentnie
poda tylko jedno rozwiazanie z przedziatu <0, 27[> , to otrzymuje 3 punkty.

IV sposo6b rozwiazania
Narysujmy w jednym uktadzie wspoirzednych wykresy funkcji f (x) =/3 cosx oraz

g(x)=sinx+1 okreslonych w przedziale (0, 27).

¥

r=g(x /4.

\_ A

W przedziale <O, %> funkcja /" jest malejaca, a jej wartosci maleja od V3 do 0, natomiast
funkcja g jest w tym przedziale rosnaca, a jej wartosci rosng od 1 do 2. Zatem rownanie

f(x)=g(x) ma w tym przedziale jedno rozwiazanie. Rozwiazaniem tym jest x = %, gdyz

7 _ Soos™ 33 (ﬂ'j . 1 3 . L
Z1=V3cos==+3-22== oraz g| = |=sin—+1=—+1==. Drugim rozwiazaniem
4 ( 6) 6 3 2 8% 6 2 2 ® *
rownania f'(x)=g(x) w przedziale (0, 27) jest x = %7[ . Jest to wspolne miejsce zerowe
funkeji /i .

Zatem w przedziale <0, 27r> znajduja si¢ dwa rozwiazania rOwnania: x = %, x= 57[ .

Schemat oceniania IV sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMIA ccuueeineiisnnisninsnensnesssncsessssesssessssessssssssesssssssssssssssssessssssssssssassssasssssssssssssssssasssses 1 pkt

Zdajacy rozwazy dwie funkcje: f(x)= J3cosx oraz g (x)=sinx+1 inarysuje wykres

jednej z nich.
Uwaga



Wiecej arkuszy znajdziesz na stronie: arkusze.pl

13

Egzamin maturalny z matematyki
Kryteria oceniania odpowiedzi — poziom rozszerzony

Zdajacy moze rozwaza¢ funkcje okreslone na dowolnym zbiorze zawierajacym przedzial
(0,27).

Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ..ccccceevueerercieriserssuinsersseenseccsaessecssseesssncseens 2 pkt

Zdajacy rozwazy dwie funkcje: f(x)= V3 cosx oraz g(x)=sinx+1 i narysuje w jednym
uktadzie wspoétrzednych wykresu obu tych funkc;ji.

Pokonanie zasadniczych trudnosSci zadania .........eeeeeveeccvnncnsnnncnsencssnncssnicsssnncsssnscsenns 3 pkt
Zdajacy poda rozwiazania rownania z przedziatu <0, 27z> D x= %, x =—r , ale nie sprawdzi,
. T ) 3
ze fl—|=g|—=|==.

/ ( 6 ] ¢ ( 6 j 2
ROZWIQZanie PEIE ......uoueiiniiiiiiiniiiittinntenntenneenetecnescsessssseessssesssssnesssssessssssssans 4 pkt
Zdajacy poda wszystkie rozwiazania rownania z przedzialu <O, 27z> D Xx= %, X= %72’

1 uzasadni, ze sa to wszystkie rozwigzania roOwnania w tym przedziale, np. wykona

sprawdzenie f (%) =g (%} = % .

Uwaga
Jezeli zdajacy poda tylko jedno poprawne rozwigzanie rownania z przedziatu <0, 27r> :

X =% albo x = %77 1 wykona odpowiednie sprawdzenie, to otrzymuje 3 punkty.

Zadanie 4. (0-3)

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich x, y prawdziwa jest nierownos¢

X Y
1)— 1)=—>2.
(x+ )y+(y+ )x>

Obszar standardow Opis wymagan
Rozumowanie Przeprowadzenie dowodu twierdzenia zwigzanego
1 argumentacja z dziataniami na wyrazeniach wymiernych: dodawaniem,

odejmowaniem, mnozeniem i dzieleniem wyrazen
wymiernych, skracaniem, rozszerzaniem wyrazen
wymiernych. (V.2.1)

Rozwiazanie I sposob

£+ ( v+ 1)Z > 2 w sposOb rdwnowazny otrzymujemy
¥ X
(erl)x2 Jr(y+l)y2 >2xy,

Przeksztatcajac nieréwnos¢ (x + 1)

Y4+ +y 9y > 2xp,
X =2xp+ Y +x 4+ >0,

(x—y)2+x3+y3 >0.




Wiecej arkuszy znajdziesz na stronie: arkusze.pl

Egzamin maturalny z matematyki
Rozwiqzania zadan i schemat punktowania — poziom rozszerzony

Ostatnia nier6wnos¢ jest prawdziwa, gdyz (x - y)2 >0 dla dowolnych liczb rzeczywistych,

natomiast x* >0 i y’ >0, gdyz liczby x i y sa dodatnie. To kofczy dowdd.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Z/AJACY OLTZYTNUJE «eueeereerersurrcssarecsssrecssssesssssesssssessssosssssssssssssssssssssssosssssosssssssssssssssssssssssses 2 pkt

gdy zapisze lewa strong nieréwnosci w postaci rownowaznej: (x — y)2 +x’+3° >0 inatym
poprzestanie lub dalej popetnia btedy.

Z.daJACY OLTZYIMUJE ..ueereeereecsueissaecsannssaesssnessansssnssssssssesssasssssssssssssssssassssssssassssessssssssssssasssses 3 pkt
gdy uzasadni prawdziwo$¢ nieréwnos$ci (x — y)2 +x’+3° >0, np. stwierdzi, ze (x — y)2 >0

dla dowolnych liczb rzeczywistych oraz x* >0 i * >0 dla liczb dodatnich x i y.

Rozwigzanie 11 sposdb
Poniewaz x>0 1 y>0,wigc x+1>11 y+1>1. Stad wynika, ze

(x+1)£+(y+1)1>1-£+1-l=£+1
y X

y x ¥y x

X . e e e . ;. . . . ey, .
Suma > +2 to suma liczby dodatniej i jej odwrotno$ci, wige jest co najmniej rowna 2, czyli

y X

>2. W rezultacie (x+ 1)£+(y + 1)Z > 2, co konczy dowod.
v X

+

< | =
= =

wa

:

Nieréwnosé = +2 >2 wynika rowniez wprost z twierdzenia o Sredniej arytmetyczne;j
y X
LY

x
i geometrycznej: y2x > 2.2 21 Stad T+ 22,
y X y x

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Z.dAJACY OLTZYIMUJE ceeeueeeecseeeisneecsanesssneessssecssssesssssesssssessssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssssassssas 2 pkt
gdy zapisze, ze (x + 1) Ty ( v+ 1) L2 Y ina tym poprzestanie lub dalej popetnia biedy.

Y Xy X
Z.daJACY OLTZYIMUJE ..ueeeveeerrecsueissaecsaecssaesssnessassssnssssnsssesssasssssssssssssssssassssssssasssssssssssssssssasssses 3 pkt

gdy uzasadni prawdziwos$¢ nierdwnosci —+ L9 , np. stwierdzi, ze suma liczby dodatnie;j
y o x
1jej odwrotnos$ci jest zawsze co najmniej rowna 2 lub wykorzysta nier6wno$¢ migdzy Srednia

arytmetyczna i $rednia geometryczna.
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Rozwiazanie 111 sposob

Przeksztatcajac nierownos¢ (x + l)ﬁ + ( y+ 1) Lsow sposob rownowazny otrzymujemy

y
x’ vy

—t—+=>2,
y y X X
Xy, XXy
y x

+

—+=>2.
y o x
Suma = +2 to suma liczby dodatniej 1 jej odwrotnosci, wige jest co najmniej réwna 2,
y X
x2 y2
natomiast suma — +-— jest dodatnia, gdyz jest suma dwoch dodatnich sktadnikow. Zatem
y X
2 2
L L Xy Xy . . , .
nierdwno$¢ —+—+—+-—> 2 jest prawdziwa. To konczy dowod.
y x y X
Uwaga

., , ., X
Nierownos¢ —+Z
y X

X,y
1 geometrycznej: y2x > /i Lo, Stqd— +2>2,
y X y X

Schemat oceniania II1 sposobu rozwiazania

> 2 wynika rowniez wprost z twierdzenia o $redniej arytmetyczne;j

Z.dAJACY OLTZYIMUJC..uuuuereerrresssnrcssanressssecssssscssssesssssesssssesssssesssssesssssssssssessssssssssssssssnssssssssssss 1 pkt
gdy zapisze lewa strong nierdwnosci w postaci rOwnowaznej: — +—+-—+—>2
y vy x x
1 w dalszym rozumowaniu dazy do wykazania, ze suma RANA jest nie mniejsza niz 2, ale
y X
popeinia btedy.
ZdaJACY OLTZYIMUJC..eeeueerueerresraesseesuessasssnessessacssnssaessasssnssssssasssssssssssssssssssssasssssssassassssssssssasss 3 pkt
2 2
gdy uzasadni prawdziwos$¢ nierdwnosci R AN AR , np. stwierdzi, ze R AN jest
y x y x y o x
prawdziwa dla dowolnych liczb dodatnich, co wynika z twierdzenia o sumie liczby dodatnie;j

2 2

1jej odwrotnos$ci oraz X 501250 dlaliczb rzeczywistych dodatnich x 1 y.

B4 X
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Zadanie 5. (0-5)

Dane sa trzy okregi o $rodkach 4, B, C i promieniach réwnych odpowiednio r, 2r, 3r. Kazde
dwa z tych okrggow sa zewnetrznie styczne: pierwszy z drugim w punkcie K, drugi z trzecim
w punkcie L 1 trzeci z pierwszym w punkcie M. Oblicz stosunek pola trojkata KLM do pola
trojkata ABC.

Obszar standardow Opis wymagan

Modelowanie matematyczne | Znajdowanie zwiazkéw miarowych w figurach ptaskich, takze
z zastosowaniem trygonometrii, rowniez w zadaniach
umieszczonych w kontekscie praktycznym. (I11.7.c)

I sposob rozwiazania
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

&

g,

Pole trojkata AMK jest rbwne
P

1 ) 1 .
’ MK =E|AM|-|AK|-s1na =§r2 sina ,
pole tréjkata ABC jest rGwne

P :%|AC|-|AB|-sina:%-4r-3r-sina=%-12r2 sina .

Zatem
1, .
M: Er -sina :L
PABC 12

L122 sina
2
Podobnie, pole trojkata BKL jest rowne
1 . 1 . 1 .
Py, = E|BK|~|BL| -sin ff = 5(27‘)2 -sin ff = 5-4r2 -sin f3,
natomiast pole trojkata ABC jest rOwne

P e :%|BA|-|BC|-sinﬂ:%-3r-5r-sinﬂ:%-151/2 sin 3,
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wiec
|
—-4r° -sin
Bkt _2 p _4
PABC

157 -sin S8 15

N | —

Pole trojkata CLM jest rowne
Py = %|CM| |cL]-siny = %(31”)2 siny = %-9% siny,
natomiast pole trojkata ABC jest rowne

P =%|CA|-|CB|-sin7/:%-4r-5r-sin7/=%-20r2 -siny,

Zatem
1
—.97% .sin
B _2 4 _ 9
Pasc ;-20;’2 -siny 20
Pole trojkata KLM jest wigc rOwne
1 4 9 1
PKLM = PABC _R4MK _PBK _PCLM = PABC _E ABC _E ABC _2_0 ABC :gPABC9
czyli
P _ l
P 5

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIQZANIA «ouveeereeecssnnecssanecssanessssnesssanesssseessssnessssesssssesssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssases 1 pkt
Zdajacy wyrazi pole trojkata KLM jako roznicg pol odpowiednich trojkatow:

Pene = Pise = Pow = Boxy = Feru -

Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ..ccccccevueeveriseriserisuecsensseecssencssesseesssecssnncsseens 2 pkt

Zdajacy wyrazi pole co najmniej jednego z trojkatow AMK, BKL lub CLM w zalezno$ci od
r 1 sinusa odpowiedniego kata trojkata ABC.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci ZzZadania ..........eeeeveeccvnncnisnncnsencssnncssnicsssnncsssnscsenns 3 pkt
Zdajacy wyznaczy pole co najmniej jednego z trojkatow AMK, BKL lub CLM w zaleznosci od
. 1 4

pola trojkata ABC, np.: P, = EPABC s By = EPABC s Fopy = %PABC .
Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore nie przekreslaja poprawnosci
rozwigzania (np. bledy rachunkowe)..........coceeeeccuercsineecssneecsnneecnnes ... 4 pkt
Zdajacy

e wyznaczy pole kazdego z trojkatow AMK, BKL lub CLM w zalezno$ci od pola trojkata

ABC,np.: P, :LPABC, P :iPABC, P,y :iPABC 1 na tym poprzestanie
12 15 20
albo

e obliczy stosunek pola trojkata KLM do pola trojkata ABC, popetniajac bledy
rachunkowe (nawet na wcze$niejszych etapach rozwiazania).
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Rozwigzanie pelne........eieineinneinnenneicnenneinnenseennecnnesssesnecsseesnns S pkt
Zdajacy obliczy stosunek pola trojkata KLM do pola trojkata ABC: Baw = 1 .

ABC

II sposob rozwiazania
Dhtugosci bokow trojkata ABC sa rowne |AB| =3r,

|AB|" +|AC| = (3r) +(4r)" =977 +16r* =25/ = (5r)" =|BC

wigc trojkat ABC jest prostokatny. Zatem

. 4r 4 3r 3 1 2
smff=—=—,siny=—=—oraz P, . =—-3r-4r=6r".
P =5 =57 )

AC| =4r 1 |BC|=5r. Poniewaz

2
s

Pole trojkata prostokatnego AMK jest rowne
1 1,
P,x =—|AM|-|AK|=—=r".
=340} | 1K=

Pole trojkata BKL jest rGwne

fjm:%|BK|-|BL|-sinﬂ:%(2r)2-sinﬂ:%-4r2%:§r2,
a pole trojkata CLM jest rbwne

P =1|CM|-|CL|~sin7:l(3r)2-sin7:l~9r2-§=£r2.

o 2 2 5 10

Pole trojkata KLM jest wigc rowne

1 8 27 1
PKLM :PABC _PAMK _PBKL _PCLM =6r’ ——r’——r ==’ :_PABC’
5 10 5
czyli
Peru :l.
PABC 5

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMIA ceeeeurereessarecssanessssncsssncssssnessssecssssssssssssssssesssssesssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssasssnss 1 pkt
Zdajacy
e 7zapisze, ze trojkat ABC jest prostokatny
albo
e wyrazi pole trojkata KLM jako réznice pdl odpowiednich trojkatow:
P.,=P P P, —P

KLM 4Bc— Lamk ~ 1B CLM *
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP .....cccceeveriseeisuecsseecsunisseensnecssnecsnessansssecsseenes 2 pkt
Zdajacy

e obliczy sinusy katow ostrych trojkata ABC: sin f =%, siny =2
albo

e wyznaczy pole trojkata ABC w zalezno$ci od r: P, =67’
albo

e wyznaczy pole trojkata AMK w zaleznosciod r: P,,, = %rz .
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Pokonanie zasadniczych trudnoSci zadania ...........oeeceicnienseiniinsseinsensseinseessencssnesenns 3 pkt
Zdajacy wyznaczy pole trojkata ABC i pole jednego z trojkatéw AMK, BKL, CLM
. 1 2
w zaleznosci od 7: P, =61°, P, =—1", Py, = 8, , Py, = 270
2 5 10
Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore nie przekreslaja poprawnosci
rozwigzania (np. bledy rachunkowe)..........cecueeecseeiscneecsseeecsnnencnns ... 4 pkt

Zdajacy
e wyznaczy pole kazdego z trojkatéw ABC, AMK, BKL lub CLM w zaleznosci
od 7 1 na tym poprzestanie
albo
e obliczy stosunek pola trdjkata KLM do pola trojkata ABC, popetniajac btedy
rachunkowe (nawet na wcze$niejszych etapach rozwiazania).

ROZWIQZanie Pelne ........ocoueiineiiiiiiiniiicninninnsnninssnnissnncsssicssssicssssssssssessssssssssosssssssssssssssns 5 pkt

Zdajacy obliczy stosunek pola trojkata KLM do pola trojkata ABC: Baw =—

ABC

111 sposob rozwiazania

Niech
|4B|=3r, |BC|=5r, |CA|=4r
|AK|=|4M|=r, |BK|=|BL|=2r, |CL|=|CM|=3r

Zauwazamy, ze |<}:BAC| =90°, poniewaz (3r)2 +(4r)2 = (51”)2 , Zatem

|KM|:\/1/2+r2 :rﬁ.

cos|<):CBA|=3—r=§, cos|<&:ACB|=ﬂ:i
5r 5 S5r 5
Zatem z twierdzenia kosinusOw mamy
|KL|:\/4F2 +4r° —2-2r-2r% = 4;/§r
|LM| =\/9r2 +9r° —2-3r-3r-% = 3\Q_Er
Obliczamy cos <KLM :
2r% =|KM|" =|ML|" +|KL|" —2-|ML|-|KL|- cos|«<KLM | =
2 2
= 18r + 16r — 24\/% r -cos|<):KLM| =ﬁr2 —Mrz -cos|<):KLM|.
5 5 25 5 5
Zatem
AN
cos|<):KLM| SIS B €L = v2 , Wiec sin|<):KLM| = V2

V222 2

24N
5
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Wobec tego
_L4s 0 V2 e
Mo s 5 2 5
Poniewaz
P e :%-3%41’ =6r7,
wigc otrzymujemy Paer 1 :
AABC 5

Uwaga
Mozna obliczy¢ miar¢ kata KLM

|« KLM|= 180°—1(180°—|<ABC|) (180°—|«ACB|) = l(|<):ABC| +|«c4CB|) = L.90°= 450
2 2 2

1
2

Schemat oceniania II1 sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMIA ccuueeireeiniiseinsneisnnissecsecsssesssessssessssssssessssssssssssassssessssssssssssassssassssssssssssassssasssses 1 pkt
Zdajacy wyznaczy jeden z bokéw trojkata KLM.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP .....cccceeveriseeisuecssnecsueissnenssenssnecssnessaesssecsseenns 2 pkt

Zdajacy wyznaczy trzy boki trojkata KLM.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania..........coeeeevercnsercnsnicssnicssnicssnnscssansssssssnns 3 pkt
V2

Zdajacy wyznaczy kosinus jednego z katow trojkata KLM, np. cos |<):KLM | = -

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore nie przekreslaja poprawnosci

rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ........ceeeecercscnnicssneecssnncnnnes .4 pkt
. o ) ) 2

Zdajacy wyznaczy sinus jednego z katéw trojkata KLM, np. sin |<):KLM | = % .

Rozwigzanie pelne..........eeiineeiinvnniissnrinssnnininicnsnncssnncsssencsssescsssessssnes 5 pkt

Zdajacy obliczy stosunek po6l trojkatow KLM i ABC: B 1 :

ABC
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Zadanie 6. (0-3)

Trojkat ABC jest wpisany w okrag o $rodku S. Katy wewngtrzne CAB, ABC 1 BCA tego
trojkata sa rowne odpowiednio «, 2a 1 4a. Wykaz, ze trojkat ABC jest rozwartokatny
1udowodnij, ze miary wypuktych katow srodkowych ASB, ASC 1 BSC tworza w podanej
kolejnosci ciag arytmetyczny.

Obszar standardow Opis wymagan
Rozumowanie Badanie czy dany ciag jest arytmetyczny lub geometryczny.
1 argumentacja Korzystanie ze zwiazkéw migdzy katem srodkowym, katem
wpisanym i katem miedzy styczna a cigciwa okregu (V.5.b,
7.a)

Rozwiazanie
Suma katow trdjkata jest rowna 180°. Zatem « + 2« +4a =180°, wige 7a =180°. Stad

o= (25%)° oraz 4o = (102 %)O >90°. To oznacza, ze trojkat ABC jest rozwartokatny.
C

2a a

Z twierdzenia o kacie sSrodkowym i wpisanym wynika, ze
|«BSC|=2|«BAC| =2a oraz |«<ASC|=2|«4BC|=2-2a =4a.
Ponadto, wypukly kat srodkowy ASB ma miar¢ rowna
|«ASB| = |«BSC|+|<A4SC| = 6a .

Ciag (6a,4a,2a) jest arytmetyczny, a jego roznica jest rowna (—2a ). To konczy dowod.

Schemat oceniania

Z.dAJACY OLTZYIMUJC..uuueeeeeseresssnressnnessssncssssncssssesssssesssssesssssesssssesssssesssssesssssssssssssssssssssssssssss 1 pkt
: : 1 . : : .
gdy obliczy miarg kata CAB: a = r 180° = (25%)0 1 uzasadni, ze trojkat ABC jest

rozwartokatny.
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Uwaga
Zdajacy nie musi oblicza¢ miary kata CAB. Wystarczy, ze zapisze
4 1

4a =—=-180°>—-180°=90°.
7 2

Z.daJACY OLTZYIMUJE ceceneeeecseeeisaeecsnnessaneessssecssssesssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssns 2 pkt
gdy rozwazy poprawnie wpisany w okrag troéjkat ABC 1 wykorzysta twierdzenie o kacie
srodkowym 1 wpisanym do wyznaczenia miary katéw srodkowych ASC 1 BSC w zaleznosci

od o: |<):ASC| =4q oraz |<):BSC| =2a.

Z/dAJACY OLTZYINUJE ceueeeuereressunrcssanecssnrecsssnecsssnecssseessssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 3 pkt

gdy wyznaczy miary wypuktych katow srodkowych ASB, ASC 1 BSC i stwierdzi, ze tworza
one w podanej kolejnosci ciag arytmetyczny: |<):ASB| =6, <):ASC| =4a, <):BSC| =2a.

Uwaga

Jezeli zdajacy nie uzasadni, ze trojkat ABC jest rozwartokatny, a udowodni, ze miary katow
tworza ciag arytmetyczny, to otrzymuje 2 punkty.

Zadanie 7. (0-6)

Ciag geometryczny (an) ma 100 wyrazéw 1 sa one liczbami dodatnimi. Suma wszystkich

wyrazow o numerach nieparzystych jest sto razy wigksza od sumy wszystkich wyrazéw
o numerach parzystych oraz loga, +loga, +loga, +...+loga,,, =100. Oblicz q,.

Obszar standardow Opis wymagan
Wykorzystanie Badanie czy dany ciag jest arytmetyczny lub geometryczny.
1 interpretowanie Stosowanie wzoréw na n-ty wyraz i sumg n poczatkowych
reprezentacji wyrazow ciagu arytmetycznego 1 ciagu geometrycznego.
(IL.5.b, ¢)

Rozwiagzanie
Poniewaz wszystkie wyrazy ciagu (an ) sa dodatnie i suma wszystkich jego wyrazow

o numerach nieparzystych jest 100 razy wigksza od sumy wszystkich wyrazéw o numerach
parzystych, wigc ciag ten nie jest staty.

Zauwazmy, ze ciag, ktdrego kolejnymi wyrazami sa wyrazy ciggu geometrycznego o numerach
nieparzystych rowniez jest geometryczny, a jego iloraz jest rtéwny ¢°, gdzie g oznacza iloraz
ciagu (an ) Tak samo ciag, ktérego kolejnymi wyrazami sa wyrazy ciagu (an ) o numerach
parzystych jest geometryczny i jego iloraz rowniez jest rtowny ¢~ . Kazdy z tych ciagdéw ma po
50 wyrazow. Ze wzoru na sumg n-poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego otrzymujemy

rownanie
_ 2 50 _ 2 50
) g, 0T

a .
ol-g? 1-¢q°

Stad mamy a, =100q, , czyli a, =100a,q . Zatem ¢ :ﬁ’ gdyz a, > 0.
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Poniewaz
loga, +loga, +loga, +...+loga,,, =100,
wigc z wlasnos$ci logarytmow otrzymujemy
log(a,-a,-a;-...-a,,, ) =100.
Z definicji logarytmu otrzymujemy wigc
a - a, ... a =10,

Stad 1 ze wzoru na n-ty wyraz ciagu geometrycznego dostajemy réwnanie z niewiadoma q,

(ﬁj(w][w}m

1 14+2+43+...+99
alOO (_j :10100.
toL100

Ze wzoru na sumg n-poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego mamy
1+99

99
al%. L 2 =10
! 100 ’

Stad

a, =L2=10-1099 =10'",

o)

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMIA cuvvererrnresssnrcssssnesssnossssnossssasssssssssssesssssssssssssssssesssssesssssosssssesssssosssssesssssessssssssnss 1 pkt
Zdajacy
e zauwazy, ze ciag, ktorego kolejnymi wyrazami sa wyrazy ciagu geometrycznego
o numerach nieparzystych jest geometryczny oraz ciag, ktorego kolejnymi wyrazami sa
wyrazy ciagu (an ) o numerach parzystych jest geometryczny, a iloraz kazdego z tych
ciagow jest taki sam
albo
e zapisze OWNOS¢ a, +a; +as+...+dyy =100(a,q +a;g +a,q +...+ ayq)
albo
e wykorzysta wzor na sume logarytmow i definicje logarytmu oraz zapisze rownos¢
loga, +loga, +loga, +...+loga,,, =100 w postaci: a,-a, a,-...-a,, =10"".

Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ...cccccevueerercruriseinsuinsenssnicssesssaessesssssessssnsene 2 pkt
Zdajacy

e zapisze rOwnanie z niewiadomymi a, 1 ¢: a, -

albo
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e zapisze rowno$¢ a, +a, +as +...+dy =100g (a, + a; +a; +...+ay,)
albo

e zapisze rownos¢ a, -(a, -q)-(a1 -qz)-...-(al -q99) =10"".
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania...........eceeeneiiceicniinsninsennsinssninsnecsssssssnesanns 4 pkt
Zdajacy zapisze rOwnanie z niewiadoma a,, np.:

: (M%JH(&JJIO

albo
e zapisze zaleznosci ' ¢"" =10'"" i ¢ = L
100
Uwaga

Jezeli zdajacy obliczy iloraz ciagu geometrycznego: g = ﬁ 1 na tym poprzestanie lub dalej
popetnia btedy rzeczowe, to otrzymuje 3 punkty.

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore nie przekreslaja poprawnosci

rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .........ccueeeueeseeinennneccnennnen. .S pkt
1 100-—

Zdajacy zapisze réwnanie w postaci a, " (mj =10"" i na tym zakonczy lub dale;

popehnia bledy.

Rozwigzanie pelne..........oeiiinuriivnrinsseninssnninssnncssnicnsneicssssissssnessssesnns 6 pkt

Zdajacy obliczy pierwszy wyraz ciagu: a, =10'".

Zadanie 8. (0—4)

Punkty A4, B, C, D, E, F sa kolejnymi wierzchotkami sze$ciokata foremnego, przy czym
A:(O, 2\/5), B:(2, 0), a C lezy na osi Ox. Wyznacz réwnanie stycznej do okregu
opisanego na tym szes$ciokacie przechodzacej przez wierzchotek E.

Obszar standardow Opis wymagan

Uzycie 1 tworzenie strategii | Rozwiazywanie zadan dotyczacych wzajemnego potozenia
prostej i okrggu. (IV.8.b.R)

Rozwiagzanie
Obliczmy dtugos¢ boku szesciokata

|4B)=[(243) +22 =4.

Poniewaz wierzchotek C tego sze$ciokata lezy na osi Ox, wiec C =(6,0).
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y)\ N

\
T E

NN
™
7

N
/

—

=Y

of 1 B 71— |C

Srodek S okregu opisanego na tym sze$ciokacie ma zatem wspotrzedne S = (4, 23 ) .
Punkt S jest srodkiem przekatnej BE szeSciokata, wigc

S:(x3+x5 yB+ij:(2+xE 0+ij

2 72 2 7 2
Zatem

2+Xx, .y
ST 4 2E =03,
2 2

Stad x, =6 i y, =4V3, wice £=(6,413).

Styczna do okrggu opisanego na sze$ciokacie foremnym ABCDEF poprowadzona przez
wierzchotek E tego szeSciokata jest prostopadta do prostej BE. Poniewaz wspotczynnik
kierunkowy prostej BE jest rowny

Ve~ Vg _4\/5_0 -3

Xy —Xg 6-2

wigc wspotczynnik kierunkowy stycznej jest rowny (——j . Zatem styczna ma roOwnanie

V3

Y z—%(x—6)+4\/§,
czyli

\/§x+6\/§.

Y

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMIA couveeeerneessnncssnnessssncssssnessssesssssesssssesssssesssssesssssesssssesssssssssssesssssssssssssssssssssssssssns 1 pkt
Zdajacy

e zapisze dlugos¢ boku szesciokata ABCDEF: |AB|=4
albo

e zapisze wspohrzedne srodka S okregu opisanego na szesciokacie: S = (4, 243 )

albo
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e obliczy lub poda wspétczynnik kierunkowy prostej BE: V3.
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStP .....cccceeverireeisuecssnrcsunissnensnecssnecsnsssaecssncsseenns 2 pkt
Zdajacy
e obliczy lub poda wspotczynnik kierunkowy prostej BE: V3i obliczy lub poda
wspotrzedne wierzchotka E: E = (6, 4\/5 )

albo
e zapisze, ze prosta AC jest rOwnolegta do stycznej
albo

e obliczy lub poda wspotczynnik kierunkowy prostej AC: —L.

V3
Pokonanie zasadniczych trudnoS$ci zadania..........coeeveeneecseinenseecsnnsensnccsensensseessessecnees 3 pkt
: : o . 1
Zdajacy obliczy wspotczynnik kierunkowy stycznej: —ﬁ.
Uwaga
Jesli zdajacy obliczy wspdtczynnik kierunkowy stycznej, ale nie obliczy wspdtrzednych
punktu E, to otrzymuje 2 punkty.
Rozwigzanie pelne........eeieineinneinneinencneineinneneennesnnesssesnecsseesnes 4 pkt

Zdajacy zapisze rOwnanie stycznej: y = —gx +64/3 lub y= —%(x — 6) +443.

Zadanie 9. (0-6)

Oblicz objetos¢ ostrostupa trojkatnego ABCS, ktérego siatka zostala przedstawiona na
rysunku.

Obszar standardow Opis wymagan

Modelowanie matematyczne | Wyznaczanie zwiazkéw miarowych w wieloscianach i1 brytach
obrotowych z zastosowaniem trygonometrii. (I11.9.b)

I sposo6b rozwiazania
Przyjmijmy, Ze podstawa ostrostupa jest trojkat ABC. Wowczas kazda z krawgdzi bocznych
AS, BS 1 CS ma dlugos¢ 65. Pozostale oznaczenia przyjmijmy takie jak na rysunku.
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S
65
65
h h,
i
\.--7B
41T 24
_--""R .
C ) D
200 7S 24
20
A

Poniewaz wszystkie krawedzie boczne ostrostupa maja t¢ sama dlugos¢, wigc spodek

O wysokosci SO ostrostupa jest punktem przecigcia symetralnych bokéw jest podstawy,

a wigc jest srodkiem okrggu opisanego na trojkacie ABC.

Obliczmy promien R tego okregu. Z twierdzenia Pitagorasa dla trdjkata ADC otrzymujemy

|AD[ +|DC[ =|AC|’, czyli 24> +|DC[ = 40"

Stad
|DC|=~40" —24% =32.
Trojkaty OEC 1 ADC sa podobne (oba sa prostokatne 1 maja wspolny kat ostry przy

wierzchotku C), wige
jodl _l4c| _, . x40

ce| " |co|” Y 20" 32

Stad R=25.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata COS otrzymujemy

loC|” +|SO[" =|CS[', czyli 257 +h* = 657

Stad
h=+65"-25"=60.
Pole trojkata ABC jest rowne

P

A

1 1
M;:EMBHCDL:54882:76&

Objetos¢ ostrostupa jest wigc rowna
V scs =%PABC -h =%-768-60 =15360.

Uwaga
Pole trojkata ABC mozemy obliczy¢ stosujac wzor Herona

Py =\p(p—a)(p—b)(p-c)=~/64-24-24-16 =8-24-4 =768.

Promien R okrggu opisanego na trojkacie ABC mozemy obliczy¢ wykorzystujac wzor

27
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_abe
ABC 4R N
Stad
abc _ 40-40-48 s
4P, 4.768

R=

Schemat punktowania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMIA ceeevuerirrrerecsssnessssnessssressssnosssssossssssssssssssssesssssesssssssssssosssssossssssssssssssssssssssssssssssssns 1 pkt
Zdajacy obliczy jedna z wielkos$ci potrzebnych do obliczenia pola trojkata ABC,

np. |DC| =32 albo obwadd tego trojkata.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP .....cccceeveirerisueissercsueissencsnenssnncseesssnsssecsssnenes 2 pkt
Zdajacy

e obliczy pole trojkata ABC: P,,. =768
albo

e obliczy wysokos$¢ trojkata ABC opuszczong z wierzchotka C oraz zapisze, ze spodek
O wysokosci SO ostrostupa jest sSrodkiem okrggu opisanego na podstawie ostrostupa.
Uwaga
Wystarczy, ze zdajacy oblicza promien okr¢gu opisanego na trdjkacie ABC.

Pokonanie zasadniczych trudnoS$ci zadania..........ceeveeveecseiienseecsnesenseecsensecssecssesseesnees 3 pkt
Zdajacy zapisze rOwnanie pozwalajace obliczy¢ promien okregu opisanego na trojkacie ABC,
40-40-4 R 4

np.: 768 =M lub —=—0.
4-R 20 32
Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore nie przekreslaja poprawnosci
rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ........coeiecceiiciiiiiieeiisnecnsnecssnecssneecsssecssseessssecsnnes 5 pkt
Zdajacy

e obliczy wysoko$¢ ostrostupa i na tym poprzestanie lub dalej popetnia btedy: 4 = 60
albo

e obliczy objetos¢ popetniajac btedy rachunkowe (nawet na wezesniejszych etapach

rozwigzania)

albo

e pominie we wzorze na objgtos¢ wspodtczynnik % 1otrzyma: V.. = 46080
albo

e pominie we wzorze na pole trdjkata wspotczynnik % 1otrzyma: P,.=1536,

Vipes =30720.
Uwaga
Jezeli zdajacy obliczy promien okregu opisanego na trojkacie ABC: R =25 oraz zapisze
rownanie pozwalajace obliczyé wysoko$¢ ostrostupa, np.: 25% +h* = 65° ina tym
poprzestanie lub dalej popetnia btedy, to otrzymuje 4 punkty.

ROZWIQZANIE PEINE ...ccnnneinniiiiiiiiiiitieitinntenceeenntecsntecnseessseeessssssssesssssnessssnsssssesnes 6 pkt
Zdajacy obliczy objgtos¢ ostrostupa: V... =15360.
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Uwaga

Jezeli zdajacy pominie we wzorze na objetos¢ ostrostupa wspotczynnik 3 1 pominie

wspotczynnik ) we wzorze na pole trojkata, to otrzymuje co najwyzej 3 punkty za cale
zadanie.
I1 sposdb rozwiazania

Przyjmijmy, Ze podstawa ostrostupa jest trojkat ABC. Wowczas kazda z krawedzi bocznych
AS, BS 1 CS ma dhugos¢ 65. Pozostate oznaczenia przyjmijmy takie jak na rysunku.

S
65
65
h, b,
h
’,—’ B
—————— ' 24
C S 0 X D
20 p< 24
20
A

Poniewaz krawedzie podstawy AC i BC maja rowne dtugos$ci i krawedzie boczne A4S 1 BS
maja rowne dtugosci, wigc spodek O wysokosci SO ostrostupa lezy na symetralnej CD
odcinka AB. Odcinek CD jest rowniez wysokoscia trojkata ABC opuszczona z wierzchotka C.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ADC otrzymujemy

|AD|" +|DC[ =|AC[', czyli 24* +|DC| =407,

Stad
|DC|=~40" —24% =32.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ADS otrzymujemy
|AD[ +|DS[ =|AS[, czyli 24> + h? = 65"

Stad
h =~/65" —24> =/3649 .
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatow DOS 1 COS otrzymujemy
|DO[ +|SO[ =|SD|" oraz |OC[ +|SO[" =|CS

2
s

czyli
x* +h* =3649 oraz (32-x) +h* =65,
x* +h* =3649 oraz 32° —64x+x" +h> =65".
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Stad
327 —64x+3649 =657,
x=T7,

h=~3649-7" =60.

wiec

Pole trojkata ABC jest rowne
Py = %|AB|-|CD| =%-48-32 =768.

Objetosc ostrostupa jest wigc rowna

Vises = %PABC -h 2%-768-60 =15360.
Uwaga
Mozemy tez przyja¢, ze podstawa tego ostrostupa jest trojkat ABS 1 wowczas wysoko$¢
ostrostupa bedzie odcinkiem CM, gdzie punkt M lezy na wysokosci SD tej podstawy. Tak jak
w Il sposobie rozwiazania obliczamy |CD| =32 oraz |SD|:\/3649. Oznaczajac |MD|: y

oraz |CM | = h,, a nastgpnie stosujac twierdzenie Pitagorasa dla trojkata MDC i trojkata ASM

otrzymujemy
\MD|" +|cM| =|CD|" oraz [sM| +|cM| =|CS[,
czyli
V24 b} =32" oraz (3649~ y) +h7 =65,
12 +h? =1024 oraz 364923649 -y + y* + h? = 4225,
Stad

3649 —-243649 - y+1024 = 4225,
224

V3649
[ 2 1920
Zatem h, =/1024—y* =,[1024 — (-2 ) = /1024 -3 = .
3 y (m) 3649 3649
Pole trojkata ABC jest rowne
P = %|AB|-|SD| =%-48-\/3649 =24/3649 .
Objetosc ostrostupa jest wigc réwna

Vissc :lPABS “hy :%'24\/3649' 1920 =15360.

3 V3649

Schemat punktowania II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMIA ceeerueeecsseeecssanecssnnesssnecsssnnesssseessssesssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssasssssssssssssssssnssssas 1 pkt
Zdajacy obliczy jedna z wielkosci potrzebnych do obliczenia pola trojkata ABC,

np. |DC| =32 albo obwod tego trojkata.
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Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ...cccccevuiererciuiisseissurnserssnesssessssnsssesssssesssnsnsens 2 pkt
Zdajacy

e obliczy pole trojkata ABC: P,,. =768
albo

e obliczy wysokos¢ trojkata ABS opuszczona z wierzcholka S oraz wysoko$¢ trojkata
ABC opuszczong z wierzchotka C: |SD| =+/3649, DC| =32.

Pokonanie zasadniczych trudnosSci zadania ..........eeeeeveeecvvnncninncnsnncssnncssnicsssnncsssnscsenns 3 pkt
Zdajacy
e zapisze uktad rownan pozwalajacy obliczy¢ wysokos¢ ostrostupa opuszczona na
podstawg ABC z wierzchotka S: x* +h* =3649 i (32— x)2 +h> =65

albo
e zapisze uktad réwnan pozwalajacy obliczy¢ wysokos$¢ ostrostupa opuszczona na

2
podstawe ABS z wierzcholka C: x* + 5’ =32" i (\/3649 —x) +h” =65".

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore nie przekreslaja poprawnosci
rozwigzania (np. bledy rachunkowe)..........coceeeeccueecsseeecsseeecseeccnnes ... 5 pkt
Zdajacy
e obliczy wysokos$¢ ostrostupa opuszczona na podstawg ABC z wierzchotka S 1 na tym
poprzestanie lub dalej popeinia btedy: 4 =60

albo
e obliczy wysoko$¢ ostrostupa opuszczona na podstawe ABS z wierzchotka C i na tym
. . . 1920
poprzestanie lub dalej popetnia biedy: 4, 62
albo
e obliczy obj¢tos¢ popelniajac btedy rachunkowe (nawet na wczesniejszych etapach
rozwiazania)
albo

. : I
e pominie we wzorze na objgtos¢ wspoltczynnik 3 iotrzyma: V., = 46080
albo
.. . S
e pominie we wzorze na pole trojkata wspotczynnik 5 1 otrzyma: P ,.=1536,

e

“ses =30720.
Uwaga
Jezeli zdajacy obliczy dtugos$¢ odcinka OD: x =7 1na tym poprzestanie lub dalej popetnia

btedy, to otrzymuje 4 punkty. Podobnie jesli zdajacy obliczy dtugos$¢ odcinka MD:

= 224 1 na tym poprzestanie lub dalej popetnia btedy, to otrzymuje 4 punkty

V3649

ROZWIQZanie PEHE ......uocoueiiiiiiiiiiiiiiiniiiinnniinnticnnnicsneecsneissstesssnessssnessssnssssssessssssssses 6 pkt
Zdajacy obliczy objgtos¢ ostrostupa: V.. =15360.
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Uwaga

Jezeli zdajacy pominie we wzorze na objetos¢ ostrostupa wspotczynnik 3 1 pominie

L1 . . . .
wspotczynnik 5 we wzorze na pole trojkata, to otrzymuje co najwyzej 3 punkty za cale

rozwiazanie.

Zadanie 10. (0-5)
Wyznacz wszystkie calkowite warto$ci parametru m, dla ktéorych réwnanie
(x3 +2x7 +2x+ 1) [xz - (2m + 1) x+m’+ m] =0 ma trzy rézne pierwiastki rzeczywiste takie,

ze jeden z nich jest $rednia arytmetyczna dwoéch pozostatych.

Obszar standardow Opis wymagan

Modelowanie matematyczne | Stosowanie twierdzenia o pierwiastkach wymiernych
wielomianu o wspdtczynnikach catkowitych. (I11.2.c.R)

I sposob rozwigzania
Zauwazmy, ze jednym z pierwiastkéw rownania jest liczba —1, gdyz

(=1 +2-(=1)" +2-(=1)+1=0.
Pozostale pierwiastki wielomianu réwnania to pierwiastki trojmianu kwadratowego
P(x)=x"=(2m+1)x+m’ +m.

Poniewaz A = (—(2m + 1))2 —4(m2 + m) =4m’ +4m+1-4m’ —4m =1, wiec tymi
L . 2m+1-1 2m+1+1
pierwiastkami sg liczby x, = — - m, X, = — - m+1.
Wyznaczmy wszystkie warto$ci parametru m, dla ktorych jeden z pierwiastkow wielomianu
W (x) jest $rednia arytmetyczna dwoch pozostatych. Mamy wige

_m+1+(-1)

i
_mrlrm oy m=""—"— lub m+l=w.

-1

Stad m = —% lub m =0 lub m =-3. Poniewaz m jest liczba calkowita, wigc istnieja dwie

szukane warto$ci parametru m: m =0 lub m=-3.
Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMA ceveeunereessrrecssanenssncsssncssssnesssseessssssssssssssssesssssesssssssssssesssssssssssssssssesssssssssssssssassssss 1 pkt
Zdajacy sprawdzi, ze jednym z pierwiastkOw rownania jest —1 .
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP .....cccceeeveeeseiiverisuecssencsneiseccsnecssencssncssnscsseesanns 2 pkt
Zdajacy
e stwierdzi, Ze pozostalymi pierwiastkami réwnania sg pierwiastki trojmianu
kwadratowego x* —(2m+1)x+m’ +m

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania...........eeecveeccverinsnicssnicssnicssneicsssnesssssesnns 3 pkt
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Zdajacy wyznaczy wszystkie pierwiastki wielomianu W (x): —1, m, m+1 ina tym
poprzestanie lub dalej popetnia btedy.

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore nie przekreslaja poprawnosci

rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .........ceeecercrcenicscneccscnncnnns 4 pkt
Zdajacy
e zapisze rownania pozwalajace obliczy¢ szukane warto$ci parametru m:
m+1+(-1 m+(-1
—lzw lub mzA lub m+1:L
albo
e zapisze jedno z rdwnan i1 konsekwentnie obliczy warto$¢ parametru m (w przypadku
rébwnania —1 = w sformutuje wniosek, ze nie istnieje taka catkowita warto$¢

parametru m)
albo
e rozwiaze zadanie do konca z blgdami rachunkowymi, konsekwentnie formutujac
koncowy wniosek.

ROZWIQZanie Pelne ........cceeiiviiiiiiiiniiicinnnicnsnninsssnisssnncsssicssssicsssssssssssssssesssssssssssssssssssssss 5 pkt
Zdajacy wyznaczy szukane catkowite warto$ci parametru: m =-3, m=0.

Uwaga
Jezeli zdajacy zapisze rOwnania pozwalajace obliczy¢ szukane warto$ci parametru m:
+1+ m+1+(-1 m+(-1 C .
-1 _mrTm lub m :# Iub m+1 :#, rozwiaze je 1 nie odrzuci m = —%,

to otrzymuje 4 punkty.

I1 sposdb rozwiazania (,,wzory Viete’a”)

Zauwazmy, ze jednym z pierwiastkow rdwnania jest liczba —1, gdyz

(—1)" +2-(=1)" +2-(-1)+1=0.

Pozostate pierwiastki wielomianu réwnania to pierwiastki trojmianu kwadratowego
P(x) =x’ —(2m+l)x+m2 +m.

Poniewaz A = (—(Zm + 1))2 — 4(m2 + m) =4m’ +4m+1—4m’ —4m =1, wiec ten tréjmian ma
dwa rozne pierwiastki x, 1 x,, spelniajace zaleznosci:

X, +x, =2m+1, x,-x,=m’ +m.
Wyznaczymy teraz wszystkie wartos$ci parametru m, dla ktorych jeden z pierwiastkow
wielomianu W (x) jest srednia arytmetyczna dwoch pozostatych. Zapisujemy wigc rownosci

X, +x, x,—1

x, —1

-1= lub x, = lub x, =

Uwzgledniajac wzory Viete’a, z pierwszego rownania otrzymujemy m = 5 Poniewaz m
jest liczba calkowita, wigc to rozwiazanie odrzucamy. Z drugiego rOwnania wyznaczamy

. . L : 2
x, =2x, +1, a nastgpnie ze wzoru Viete’a na sumg pierwiastkOw otrzymujemy x, = Em .

Po podstawieniu tej zalezno$ci do wzoru Viete’a na iloczyn pierwiastkow otrzymujemy
réwnanie:
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(2-gm+1]-%m:m2+m.
3 3

Po przeksztatceniach to rownanie przyjmuje postaé: m* +3m = 0. Réwnanie to ma dwa
rozwigzania: —3 oraz 0, stanowiace szukane catkowite warto$ci parametru.

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA ceveeneeeisraeecssanecssanessanesssnnesssseessssesssssesssssesssssesssssssssssssssssssssssssssasssssssssssnsssssassssas 1 pkt
Zdajacy sprawdzi, ze jednym z pierwiastkéw rownania jest —1

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP .....cccceeeveerrersseensuensseecsunssnecssnsssnecsanessnccsessane 2 pkt
Zdajacy stwierdzi, ze pozostatymi pierwiastkami rownania sa pierwiastki tréjmianu
kwadratowego x° —(2m+1)x+m* +m.

Pokonanie zasadniczych trudnoS$ci zadania..........ceeeeeneecsensensecsnnsensnecsensenssecssesseenees 3 pkt

. . . .oX X, . o , . X - x,—1
Zdajacy zapisze rOwnanie - —1 i co najmniej jedno z rownan =X,, 5= X,
oraz oba rownania wynikajace z wzorow Viete’a:

X +x,=2m+1ix-x,=m"+m.
Uwaga
TR L ., .X X, C L . 3

Jezeli zdajacy zapisze jedynie rOwnanie - —1, rozwiaze je, otrzymujac m = 5

1 odrzuci ten wynik, to otrzymuje 2 punkty.

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore nie przekreslaja poprawnosci
rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .......ccceveiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnn.. 4 pkt
Zdajacy doprowadzi uktad réwnan, np.

X, +x,=2m+1

2
XX, =m"+m

: . 2 (4
do rownania kwadratowego z niewiadoma m , np. Em (gm + lj =m’+m.

Rozwigzanie pelne..........eeiineeiinvnniissnrinssnnininicnsnncssnncsssencsssescsssessssnes 5 pkt
Zdajacy wyznaczy szukane catkowite warto$ci parametru: m =-3,m=0.
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Zadanie 11. (0-4)

Z urny zawierajacej 10 kul ponumerowanych liczbami od 1 do 10 losujemy jednoczesnie trzy
kule. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze numer jednej z wylosowanych kul jest rowny
sumie numerow dwoch pozostatych.

Obszar standardow Opis wymagan
Wykorzystanie Wykorzystanie wtasnosci prawdopodobienstwa i stosowanie
1 interpretowanie twierdzenia znanego jako klasyczna definicja
reprezentacji prawdopodobienstwa do obliczania prawdopodobienstw
zdarzen. (11.10.d)

I sposdb rozwigzania (model klasyczny-kombinacje)
Zdarzeniami elementarnymi sa trzyelementowe podzbiory {a,b,c} zbioru {l, 2, ..., 10} .

Mamy do czynienia z modelem klasycznym.
Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest réwna
le) :(130):&: 1998 _5.3.8=120.
370 1.2.3
Niech 4 oznacza zdarzenie - wylosujemy takie trzy kule, ze numer jednej z wylosowanych
kul bgdzie réwny sumie numeréw dwdch pozostaltych. Wystarczy wyznaczy¢ liczbg takich

zbiordw {a,b,c},ze a>b>c i a=b+c. Liczba a moze przyja¢ wszystkie wartosci od 10

do 3 wlacznie. I tak:
10=9+1=8+2=7+3=6+4, wigc sa 4 takie podzbiory, gdzie a =10,
9=8+1=7+2=6+3=5+4, wigc sa 4 takie podzbiory, gdzie a =9,
8=7+1=6+2=5+3, wigc sa 3 takie podzbiory, gdzie a =8,
7=6+1=5+2=4+3, wigc sa 3 takie podzbiory, gdzie a =7,
6=5+1=4+2, wigc sa 2 takie podzbiory, gdzie a =6,
5=4+1=3+2, wigc sa 2 takie podzbiory, gdzie a =5,
4=3+1, wigc jest 1 taki podzbior, gdzie a =4,
3=2+1, wigc jest 1 taki podzbior, gdzie a =3.
W rezultacie

|4|=2(4+3+2+1)=2-10=20.

Prawdopodobienstwo zdarzenia 4 jest wigc rOwne
P(A) = 20 _1 _
120 6

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMIA cuvvererrrrerssnrcsssresssnossssnossssasssssesssssesssssssssssssssssesssssesssssosssssssssssosssssessnssessssssssnss 1 pkt
Zdajacy

e zapisze liczbg wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| = (130)
albo

e opisze zdarzenie elementarne sprzyjajace zdarzeniu 4, np. w postaci {a,b, c} , gdzie

a>b>cia=b+c.
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Uwaga
Zdajacy moze rowniez zapisa¢ a=b+c lub b=a+c lub c=a+b.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP .....cccceeveirveicsuecssernseissnnssnsssnncsesssssessesssssoaes 2 pkt
Zdajacy
e opisze zdarzenia sprzyjajace np. w postaci {a,b,c} ,gdzie a>b>c ia=b+coraz
obliczy ich liczbe: |4| =20
albo
10

e zapisze liczbg wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych: |Q| = ( 3 ) 1 opisze

zdarzenia sprzyjajace np. w postaci {a,b,c} ,gdziea>b>cia=b+c.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania..........coeeecneccniveicnseicssnicssnnscssnnssssanessasssnns 3 pkt

Zdajacy zapisze liczbg wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych: |Q| = ( 130) oraz opisze

zdarzenia sprzyjajace np. w postaci {a,b,c} ,gdzie a>b>c 1 a=b+c oraz obliczy ich
liczbe: |A| =20.

ROZWIQZANIE PEINE ...cccnnneinniiiniiiitiitieitrnntencneectecnntessseessseeessesssssesssssnsssssnessssaenes 4 pkt
. . . . 2 1

Zdajacy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia A: P(A4) = % = r

Uwagi

1. Jezeli zdajacy wypisujac zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A pominie co

najwyzej jeden przypadek 1 konsekwentnie rozwiaze zadanie do konca, to otrzymuje

3 punkty.

2. Jezeli zdajacy wypisujac zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu 4 zapisze podzbior,

ktory nie jest zdarzeniem elementarnym w przyjgtym modelu, np. {10, 5, 5} , to moze

otrzymac co najwyzej 1 punkt, o ile poprawnie zapisze liczbg¢ wszystkich zdarzen
elementarnych.

3. Jezeli zdajacy poprawnie poda liczbe wszystkich zdarzen elementarnych, poprawnie opisze
zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu 4 (lub je wypisze) 1 poda ich liczbg, ale popetni
btedy rachunkowe i otrzymany wynik jest z przedziatu (0,1), to otrzymuje 3 punkty. Jezeli
natomiast otrzyma wynik P(A4) > 1, to otrzymuje 0 punktow za cate zadanie.

11 spos6b rozwiazania (model klasyczny-wariacje)
Niech zdarzeniem elementarnym begdzie trzywyrazowy ciag (a,b, c), ktérego wyrazami sa

liczby ze zbioru {1, 2,..., 10} takie, ze a#b 1 a#c 1 b#c.Mamy do czynienia z modelem

klasycznym. Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest rowna

|Q[=10-9-8=720.
Niech 4 oznacza zdarzenie, ze wylosujemy takie trzy kule, ze numer jednej z wylosowanych
kul bedzie réwny sumie numerdéw dwoch pozostatych. Wystarczy wyznaczy¢ liczbe takich
ciagow (a,b,c) ,2e a>b>c 1 a=b+c, czyli ciagdw malejacych.
Liczba a moze przyja¢ wszystkie wartosci od 10 do 3 wiacznie. I tak:
10=9+1=8+2=7+3=6+4, wigc sa 4 takie ciagi, gdzie a =10,
9=8+1=7+2=6+3=5+4, wicgc sa 4 takie ciagi, gdzie a =9,
8=7+1=6+2=5+3, wigc sa 3 takie ciagi, gdzie a =8,
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7=6+1=5+2=4+3, wigc sa 3 takie ciagi, gdzie a =7,
6=5+1=4+2, wigc sa 2 takie ciagi, gdzie a =6,
5=4+1=3+2, wigc sa 2 takie ciagi, gdzie a =35,
4=3+1, wigc jest 1 taki ciag, gdzie a =4,
3=2+1, wigc jest 1 taki ciag, gdzie a =3.
Z kazdego takiego ciagu malejacego mozna utworzy¢ 3!= 6 zdarzen elementarnych
sprzyjajacych zdarzeniu 4. W rezultacie
|4]=312(4+3+2+1)=6-20=120.

Prawdopodobienstwo zdarzenia 4 jest wigc rowne

Py=120 1
720 6

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwiagzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMIA cuuveeeerreessencssnncsssncssssnessssssssssesssssesssssesssssesssssesssssesssssesssssessssssssssnssssssssssssssssns 1 pkt
Zdajacy

e zapisze liczbg wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych: |Q| =10-9-8
albo

e opisze zdarzenie elementarne sprzyjajace zdarzeniu A, np. w postaci (a,b,c) ,

gdzie a=b+c lubb=a+c lub c=a+b.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP ...cccvverecvsrrcssnrcssnncssnrncssssecssssscsssssssssesssssessnns 2 pkt
Zdajacy
e opisze zdarzenia sprzyjajace np. w postaci (a,b, c), gdzie a=b+c lub b=a+c lub
¢ =a+Db oraz obliczy liczbg ciagow (a,b,c) ,gdzie a>b>c 1ia=b+c (albo

a<b<cia+b=c): 49
albo
e opisze zdarzenia sprzyjajace np. w postaci (a,b,c), gdzie a=b+c lub b=a+c lub

¢=a+b oraz obliczy liczbg ciagow (a,b,c) w jednej z tych sytuacji, np. w sytuacji,

gdy a=b+c
albo
e zapisze liczbg wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| =10-9-8 1 opisze zdarzenia

sprzyjajace zajéciu zdarzenia 4, np. w postaci (a,b,c), gdzie a=b+c lub b=a+c
lubc=a+b.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania ........coeeececeeevcercnssencssnncssnncssnnscsssesssssnssssnns 3 pkt
e Zdajacy zapisze liczbg wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| =10-9-8 oraz opisze

zdarzenia sprzyjajace zaj$ciu zdarzenia 4, np. w postaci (a,b, c), gdzie a=b+c lub

b=a+c lub c¢=a+b oraz obliczy ich liczbe: |A| =6-20.

ROZWIQZanie PEHE .......uueiiiiiiiiiiiiiiiiniiiitninnticnnnicsneicssnessstessssessssnessssnesssssessssssssses 4 pkt

Zdajacy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia A: P(A) = e
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Uwagi

1. Jezeli zdajacy wypisujac zdarzenia elementarne sprzyjajace postaci (a,b,c) , gdzie
a>b>cia=b+c (albo a<b<c ia+b=c),pominie co najwyzej jedno i konsekwentnie
rozwiaze zadanie do konca, to otrzymuje 3 punkty.

2. Jezeli zdajacy wypisujac zdarzenia elementarne sprzyjajace postaci (a,b,c) , gdzie
a>b>cia=b+c (albo a<b<c ia+b=c)zapisze ciag, ktory nie jest zdarzeniem
elementarnym w przyjetym modelu, np. (10,5, 5) , to moze otrzymac co najwyzej 1 punkt,

o ile poprawnie zapisze liczbg wszystkich zdarzen elementarnych.

3. Jezeli zdajacy poprawnie poda liczbg wszystkich zdarzen elementarnych, poprawnie opisze
zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu 4 (lub je wypisze) 1 poda ich liczbg, ale popetni

btedy rachunkowe, jednak otrzymany wynik jest z przedziatu (0,1), to otrzymuje 3 punkty.
Jezeli natomiast otrzyma wynik P(A) > 1, to otrzymuje 0 punktow za cate zadanie.

, to otrzymuje

4. Jezeli zdajacy stosuje rézne modele probabilistyczne do obliczenia |Q| 1 |A

0 punktow.



