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Uwagi:

1. Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajace warunki zadania.

2. Jezeli zdajacy, rozwigzujac zadanie otwarte, popetni btedy rachunkowe, ktore na zadnym etapie
rozwigzania nie upraszczajg i nie zmieniaja danego zagadnienia, lecz stosuje poprawng metode i kon-
sekwentnie do popelnionych btedéw rachunkowych rozwigzuje zadanie, to moze otrzymac co najwyzej
(n — 1) punktéw (gdzie n jest maksymalng mozliwa do uzyskania liczba punktéw za dane zadanie).

Zadanie 1. (0-3)

Wymagania ogodlne Wymagania szczegolowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze 1.9) stosuje zwiazek logarytmowania z potggowaniem,

kilkuetapowych, podawanie argumentow postuguje si¢ wzorami na logarytm iloczynu, logarytm
uzasadniajgcych poprawno$¢ rozumowania, | ilorazu i logarytm potegi;
odroznianie dowodu od przyktadu. I.R) stosuje wzor na zamiang podstawy logarytmu.

Zasady oceniania
3 pkt — poprawne rozwigzanie: a” = %

2 pkt — obliczenie wartoSci obu liczb a oraz b
1 pkt — obliczenie wartosci jedne;j z liczb a lub b
0 pkt — rozwigzanie, w ktorym nie ma istotnego postepu, albo brak rozwigzania

Przykladowe pelne rozwiazanie

Po zastosowaniu wzoru na zamiang podstawy logarytmu oraz podstawieniu wartosci logarytmoéw otrzy-
log,5 log,2 log,5 1

log,8 log,25 3 log,25

Po zastosowaniu wzoru na logarytm potegi oraz po wykonaniu skracania utamkow otrzymujemy:
a:logZS_ 1 log,5 1 1

mujemy: a =

3 log,5 3 2log,5 6
Po zastosowaniu wzoru na logarytm potegi otrzymujemy:
b = (log, 3)2 +logs2-log, 2" =(log, 3)2 +logy2-(—log,2)
Po zapisaniu wyrazenia w postaci roznicy kwadratéw dwdch liczb i po zastosowaniu wzoru skréconego
mnozenia otrzymujemy: b = (log, 3)2 —(log, 2)2 = (logs 3+1og, 2)-(log, 3—1log, 2)
Po zastosowaniu wzoréw na logarytm iloczynu i ilorazu oraz podstawieniu wartoSci logarytmu otrzy-
mujemy: b = log, 6-log; % = log; %

lo; 3
S 2 —logﬁi

Z definicji potegi o wyktadniku ujemnym wynika, ze: a” = [g] =6
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Probna Matura z OPERONEM

—lo: (3 logg 3 - o eg
Po zastosowaniu wzoru na logarytm potegi otrzymujemy: a” = 6 6 [2] = 61 3
Z definicji logarytmu wynika, ze: a” = 6" = %
Zadanie 2. (0-2)
Wymagania ogdlne Wymagania szczegélowe
I1. Wykorzystanie i tworzenie informacji. Zdajacy:

1. Interpretowanie i operowanie informa-
cjami przedstawionymi w tekScie, zarOwno
matematycznym, jak i popularnonauko-
wym, a takze w formie wykresow, diagra-
mow i tabel.

V.14) postuguje si¢ funkcjami wyktadnicza i logaryt-
miczna, w tym ich wykresami, do opisu i interpretacji
zagadnien zwigzanych z zastosowaniami praktyczny-
mi.

Zasady oceniania

2 pkt — petne rozwiagzanie: wyznaczenie wspOtczynnika a =202 oraz czasu, po ktéorym temperatura

chleba spadnie ponizej 30°C: ¢ = 5 minut
1 pkt — wyznaczenie wspoiczynnika a = 202

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Przykladowe pelne rozwigzanie
a) 220 = a(1,76)’ +18

a =202

F(t)=202-(1,76) ' +18

b) F(1 )— 202-(1,76) ' +18 ~ 132,77
F(2)=202-(1,76)" +18 ~ 83,21
F(3)=202-(1,76) " +18 ~ 55,05
F(4)=202-(1,76) * +18 ~ 39,05
F(5)=202-(1,76) " +18 ~ 29,96

Odpowiedz: Po 5 minutach.

Zadanie 3. (0-3)

Wymagania ogdlne

Wymagania szczegolowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.

1. Przeprowadzanie rozumowan, takze
kilkuetapowych, podawanie argumentow
uzasadniajacych poprawno§¢ rozumowania,
odrdznianie dowodu od przyktadu.

Zdajacy:

VIII.11) przeprowadza dowody geometryczne;
VIII.R2) stosuje twierdzenie odwrotne do twierdze-
nia Talesa.

Zasady oceniania

3 pkt — przeprowadzenie pelnego rozumowania i podanie dtugosci odcinka |PQ| =4a
2 pkt — zauwazenie i wykorzystanie podobiefistwa odpowiednich trojkatéw do obliczenia diugoSci od-

cinka |CP| albo odcinka |CQ)|

1 pkt — zauwazenie podobienstwa trojkatow CMN i ABC oraz wyznaczenie skali tego podobiefistwa

albo zapisanie zaleznosci [MN| = §|AB|

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania
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Probna Matura z OPERONEM

Przykladowe pelne rozwiazanie

0 C P

==X
A B
Prowadzimy prosta MN. Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wynika, ze prosta MN jest
rownolegta do boku AB trojkata ABC, zatem trdjkat CMN jest podobny do trjkata ABC w skali %, wiec
(M| = 2| 4B

Trojkaty AMN i ACP sa podobne (na podstawie cechy bkb podobiefistwa trdjkatow).
Z podobiefistwa tych trojkatdéw otrzymujemy:

|AM|_|MN|
|[AC|  |cP|

1 2
§|AC|_§|AB|
|[Ac|  |cP|

Po przeksztalceniu otrzymujemy: |CP|=2|AB|=2a
Tréjkaty BMN i BCQ sa podobne (na podstawie cechy bkb podobiefistwa trdjkatow).
Z podobienistwa tych trdjkatow otrzymujemy:

MJMM
1BC| Q|

1 2
§|BC|_§|AB|
|BC|  |cP|

Po przeksztalceniu otrzymujemy |CQ| = 2| AB|=2a
Stad: |PQ|=|CP|+|CQ| = 4a

Zadanie 4. (0-5)

Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe
II1. Wykorzystanie i interpretowanie repre- | Zdajacy:
zentaciji. I1L.R1) rozwigzuje rownania wielomianowe W (x) =0
1. Stosowanie obiektow matematycznych oraz nieréwnosci wielomianowe W (x) >0, W (x) >0,
i operowanie nimi, interpretowanie po- w (x) <0, W(x) <0 dla wielomianéw doprowadzonych
je¢ matematycznych. do postaci iloczynowej lub takich, ktore dajg si¢ do-

prowadzi¢ do postaci iloczynowej metoda wyznacza-
nia wspolnego czynnika przed nawias lub metoda gru-
powania;

II1.R4) rozwigzuje réwnania i nieréwnosci z warto-
Scig bezwzgledna.
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Zasady oceniania

5 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: xe [—3,—2]U{0}U[1,+o0)

4 pkt — zapisanie dwoch przedzialow: (—o00,0) i [0,+00) (z dokladnoscia do domknigcia) albo dwoch
przypadkéw: x <0 i x >0 oraz zapisanie danej nieréwnosci w kazdym z tych przedziatow (przypad-
kéw) bez uzycia symbolu warto$ci bezwzglednej oraz rozwigzanie obu otrzymanych nieréwnosci bez
uwzglednienia przyjetych zatozef

3 pkt — zapisanie dwoch przedzialow: (—o00,0) i [0,+00) (z dokladnoscia do domknigcia) albo dwoch
przypadkéw: x < 0 ix > 0 oraz zapisanie danej nierdwnosci w kazdym z tych przedzialéw (przypadkow)
bez uzycia symbolu warto$ci bezwzglednej oraz rozwigzanie jednej z tych nieréwnosci bez uwzglednie-
nia przyjetego zatozenia

2 pkt — zapisanie dwoch przedzialow: (—o00,0) i [0,+00) (z dokladnoscia do domknigcia) albo dwoch
przypadkéw: x <0 i x >0 oraz zapisanie danej nieréwnosci w kazdym z tych przedziatow (przypad-
kdéw) bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej oraz zapisanie przynajmniej jednej z tych nieréwnoSci
w postaci iloczynowej

1 pkt — zapisanie dwoch przedzialow: (—o00,0) i[0,+00) (z doktadnoscia do domknigcia) albo dwoch
przypadkéw: x >0 i x < 0 oraz zapisanie danej nieréwnosci w jednym z tych przedziatéw (przypadkow)
bez uzycia symbolu wartoS$ci bezwzgledne;j

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Przykladowe pelne rozwigzanie
Wyznaczamy przedzialy, ktore wyczerpuja zbidr wszystkich liczb rzeczywistych i w ktérych nieréwno§é
ma rozne postaci (—00,0)i[0,+00).
Rozwazamy dwa przypadki.
Przypadek 1.
Dla x € (—00,0) nieréwnos¢ przyjmuje postaé: x* +5x* +6x >0
Wylaczamy wspdlny czynnik przed nawias: x (xz +5x+ 6) >0
Obliczamy pierwiastki wielomianu: x =0lub A =5*—4.1.6=1
_—=5-1 7—5—#1:72

W= ST R

Z przyblizonego wykresu funkcji wielomianowej, z uwzglednieniem zatozenia, ze x € (—oo,O), odczytu-
jemy rozwiazanie nierOwnosci:

)\

654521 W 45 6X

x€[-3,-2]

Przypadek 2.

Dla x €[0,+00) nieréwno$¢ przyjmuje postac: x* +5x> —6x > 0
Wylaczamy wspolny czynnik przed nawias: x (x2 +5x— 6) >0

Obliczamy pierwiastki wiclomianu: x =0 lub A =5>—4.1-(—6) =49
-5-7 —5+7
xlz—:_67x2: :1
2 2

Z przyblizonego wykresu funkcji wielomianowej, z uwzglgdnieniem zatoZenia, ze x €[0,400), odczytu-

jemy rozwigzanie nier6wnosci:
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Probna Matura z OPERONEM

AN

6-5-4-32-10M 23 45 6X

xe{0}U[1,+00)
Ostatecznie rozwigzaniem nieréwnosci x° + 5x% 4 6x| > 0 sa wszystkie liczby ze zbioru
[-3,-2]u{0}U[1,+o0).

Zadanie 5. (0-4)
Wymagania ogodlne Wymagania szczegdlowe
III. Wykorzystanie i interpretowanie repre- | Zdajacy:
zentacji. VI1.R2) rozpoznaje zbiezne szeregi geometryczne
2. Dobieranie i tworzenie modeli matema- | i oblicza ich sumeg.

tycznych przy rozwiazywaniu problemow
praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania
4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: g, =4, q = %

3 pkt — zapisanie warunku zbieznoSci obu szeregéw i doprowadzenie rozwigzania uktadu réwnan do
zapisania réwnania z jedng niewiadoma

2 _
aq =1
2 pkt — zapisanie ukfadu dwoch rownan z dwiema niewiadomymi: | g,2 a,q
1-¢¢ 1-¢
2
. . 7 Z . al . . ’, .

1 pkt — zapisanie sumy kwadratow wyrazOw ciggu wzorem — albo zapisanie sumy wyrazow ciaggu

awq
o numerach parzystych wzorem 7

—q

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Przyktadowe pelne rozwigzanie
Z warunkow zadania:

a, =1
aq’ =1
oraz:
2
o’ +a’ +a’ +..=a’+a’q +a’q +...= 1 alcp
_ 3 5 _ aq
ao+ata+...=aqqtaqg +aqg +...= T
Otrzymujemy uktad rownan:
aq =1
(112 . _ 8 alqz
I—¢ 1—gq
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM

Po uwzglednieniu warunku zbieznoSci szeregu geometrycznego: ’q| <1 otrzymujemy:
aq’ =1
a* =8aq

Stad:

{ aq* =1
a(a,—8q)=0
a,=8qa =0
8q° =1

Rozwigzaniem jest para liczb: g = % a, =4.

Zadanie 6. (0-4)

Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie 1 tworzenie strategii przy VII.R6) rozwigzuje rdwnania trygonometryczne.

rozwigzywaniu zadan, rOwniez w sytu-
acjach nietypowych.

Zasady oceniania
4 pkt — poprawne rozwigzanie: x € {—S—W,—E,:;—?Tj—ﬂ}
4° 4 4 4
3 pkt — poprawne rozwigzanie réwnania sinx 4+ cosx = 0 w podanym przedziale lub zbiorze liczb rze-
czywistych albo zapisanie, ze rownanie sin x + cosx = 3 nie ma rozwigzania, i podanie co najmniej jed-
nego rozwigzania rownania sinx +cosx =0
2 pkt — doprowadzenie rownania do postaci iloczynowej
1 pkt — zastosowanie wzordw na sinus podwojonego kata i na jedynke trygonometryczna,

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym nie ma istotnego postepu, albo brak rozwigzania

Przykladowe pelne rozwiazanie

Stosujemy wzory na sinus podwojonego kata i na jedynke trygonometryczng oraz przeksztatcamy row-
nanie: sin2x +1=3sinx + 3cosx

do postaci: 2sin x cos x + sin’x + cos*x — 3sinx — 3cosx = 0

Przeksztatcamy réwnanie rdGwnowaznie: stosujemy wzdr skréconego mnozenia i wylaczamy wspOlny
czynnik przed nawias:

(sinx + cos x)2 —3(sinx+cosx)=0

(sinx + cosx)(sinx +cosx —3) =0

sinx +cosx =0Iubsinx+cosx=3

Zauwazamy, ze drugie rOwnanie alternatywy nie ma rozwigzania, natomiast pierwsze zapisujemy w po-

staci: sinx = —cosx i przy zalozeniu, ze x = g—i— km, gdzie k € Z, dzielimy strony réwnania przez cosx
i otrzymujemy tgx = —1.
Rozwigzaniem tego rownania w zbiorze R sg liczby postaci x = —% + km, gdzieke Z.

Zatem rozwigzaniami tego rOwnania w przedziale [—277,2#] sq liczby —%,—%,3%,%.
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Probna Matura z OPERONEM

Zadanie 7. (0-4)

Wymagania ogdlne Wymagania szczegolowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy VI1I.2) rozpoznaje trdjkaty ostrokatne, prostokatne
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytu- i rozwartokatne (m.in. stosuje [...] twierdzenie cosinu-
acjach nietypowych. sOwW [...J;
VII.R1) stosuje wtasnosci czworokatow wpisanych
w okrag i opisanych na okregu.

Zasady oceniania
4 pkt — petne rozwigzanie: obliczenie pola trapezu P = 485 i wyznaczenie warto$ci cosinusOw katow

2
ostrych trapezu cosa = 3

3 pkt — obliczenie pola trapezu albo wyznaczenie wartosci cosinuséw katow ostrych trapezu

2 pkt — obliczenie dtugoSci ramion trapezu i jego wysokosci h = 45 ecm

1 pkt — wykorzystanie wtasnoS§ci czworokatéw wpisanych i opisanych na okregu i obliczenie diugosci
ramion trapezu ¢ =12 cm

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metodg, albo brak rozwigzania

Przykladowe pelne rozwigzanie
D C

A E B

Przyjmijmy oznaczenia:
a — dtugos¢ dtuzszej podstawy trapezu
b — dtugos¢ krotszej podstawy trapezu
¢ — dtugoSci ramion trapezu
d — dlugo$¢ przekatnej trapezu
h — dtugo$¢ wysokoSci trapezu
Z warunkow zadania wynika, Ze:
— trapez jest rOwnoramienny, poniewaz mozna na nim opisa¢ okrag;
— suma dlugos$ci podstaw trapezu jest rowna sumie diugosci jego ramion, poniewaz mozna w niego
wpisac okrag.
Na podstawie powyzszych informacji oraz wiedzac, ze obwod trapezu jest rowny 48 cm, zapisujemy
uktad réwnan:
a+b=2c
{a +b+2c=48
z ktdérego otrzymujemy, ze: a+ b =24 oraz ¢ =12 cm.
Ponadto wyznaczamy diugoS$ci odcinkow:
y:|EB|: a—b orazx:|AE|:afa_b _2a—a+b_a+b
2 2 2 2
Stosujemy twierdzenie Pitagorasa dla trdjkata AEC i obliczamy dtugos$¢ wysokoSci trapezu:

B+ xt=d
2
1412 = (4/14)

=12
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h* =80
h=45 cm
Obliczamy pole trapezu:
P (a+b)h
2
P= 24';*/5 =485 [cm?]

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa dla trdjkata EBC i obliczamy dtugos$¢ odcinka y = |EB|:
h2 +y2 — C2

2
(445) +y* =122

y? =64

y=38

Wyznaczamy dtugos$¢ diuzszej podstawy:
a=x+y

a=124+8=20

Stosujemy twierdzenie cosinuséw dla trojkata ABC i obliczamy warto$¢ o cosinusOw katéw ostrych
trapezu: kata ABC oraz kata DAB.
d*> =a* +c* —2ac-cosa

2
(4@) —20% 4122 -2-20-12-cosa
—320=—480-cosa
Stad cosa = %

Zadanie 8. (0-4)

Wymagania ogodlne Wymagania szczegdlowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

XI.R1) oblicza liczb¢ mozliwych sytuacji, spetnia-
jacych okreslone kryteria, z wykorzystaniem reguly
mnozenia i dodawania (takze Iacznie) oraz wzor6w na
liczbe: permutacji, kombinacji i wariacji.

Zasady oceniania

4 pkt — poprawne rozwigzanie: jest 36 liczb szukanej postaci

3 pkt — poprawne wskazanie czterech przypadkoéw i zapisanie liczby liczb rozwazanych w trzech sposréd
z tych przypadkow

2 pkt — poprawne wskazanie czterech przypadkow i zapisanie liczby liczb rozwazanych w dwdch spo-
§rod z tych przypadkow

1 pkt — poprawne wskazanie czterech przypadkdw albo poprawne wskazanie trzech przypadkow i zapi-
sanie liczby liczb rozwazanych w jednym z tych przypadkdow

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym nie ma istotnego postepu, albo brak rozwigzania

Przykladowe pelne rozwigzanie

Liczbe 36 mozna zapisa¢ w postaci iloczynow liczb jednocyfrowych na 6 sposobow:
36=6-6=4-9=2.2.9=2.3.6=3.3-4=2.2.3.3

Wynika z tego, ze szukana liczba pigciocyfrowa podzielna przez 4 jest zapisana za pomoca jednej z czte-
rech ponizszych kombinacji cyfr:

1,1, 1, 6, 6 — przy czym ze wzgledu na podzielnoS¢ przez 4 dwie ostatnie cyfry tej liczby to 16;

1,1, 2,2,9 - przy czym ze wzgledu na podzielno$¢ przez 4 dwie ostatnie cyfry tej liczby to 12;
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1,1, 2, 3, 6 — przy czym ze wzgl¢du na podzielnos¢ przez 4 dwie ostatnie cyfry tej liczby to 12 albo 16,
albo 32, albo 36;

1,2,2,3,3 - przy czym ze wzgledu na podzielno$¢ przez 4 dwie ostatnie cyfry tej liczby to 12 albo 32.
Zauwazamy, ze z kombinacji cyfr 1, 1, 1, 4, 9 oraz 1, 1, 3, 3, 4 (ktdrych iloczyn tez jest rdwny 36) nie
mozna utworzy¢ liczby podzielnej przez 4. Rozpatrujemy wigc cztery przypadki.

Przypadek 1.

Z cyfr 1, 1, 1, 6, 6 mozna utworzy¢ 3 liczby pigciocyfrowe, ktdre sg podzielne przez 4:

61116

16116

11616

Przypadek 2.

Z cyfr 1, 1, 2, 2, 9 mozna utworzy¢ 9 (P, +C; =6+ 3=9) liczb pigciocyfrowych, ktore sa podzielne
przez 4:

29112 92112

21912 91212

12912 19212

21192

12192

11292

Przypadek 3.

Z cyfr 1, 1, 2, 3, 6 mozna utworzyé¢ 18 (P, + P, +C; +C; =6+ 6+ 3+ 3 =18) liczb pieciocyfrowych,
ktdre sa podzielne przez 4:

36112 63112
31612 61312
13612 16312
23116 32116
21316 31216
12316 13216
61132

16132

11632

21136

12136

11236

Przypadek 4.

Z cyfr 1, 2, 2, 3, 3 mozna utworzy¢ 9 (C; + P, =346 =9) liczb pigciocyfrowych, ktore sg podzielne
przez 4:

23312

32312

33212

23132 32132
21332 31232
12332 13232

Odpowiedz: Jest 39 liczb pieciocyfrowych szukanej postaci.
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Probna Matura z OPERONEM

Zadanie 9. (0-6)

Wymagania ogdlne Wymagania szczegolowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy 1X.2) postuguje si¢ rGwnaniami prostych na plasz-
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytu- czyznie [...];
acjach nietypowych. IX.4) postuguje si¢ rownaniem okregu;
IX.R1) znajduje punkty wspdlne prostej i okregu.

Zasady oceniania

6 pkt — poprawne wyznaczenie rownania okregu, wspotrzednych punktu C = (—4,11) oraz wykazanie
wspoOlliniowosci punktow

5 pkt — poprawne wyznaczenie rOwnania okregu, wspotrzednych punktu C = (—4,11), wspOtrzednych
Srodka cigzkoSci trojkata P = [2,5] oraz wskazanie punktu 4 jako punktu przecigcia wysokosci troj-

kata ABC

4 pkt — poprawne wyznaczenie rownania okregu i wspotrzgdnych punktu C = (—4,11)

3 pkt — poprawne wyznaczenie rownania okregu (x + 4)2 + ( y— 6)2 =25

2 pkt — poprawne wyznaczenie wspoirze¢dnych Srodka okrggu S = (—4,6)

1 pkt — zapisanie réwnania lub ukfadu réwnan pozwalajacego wyznaczyé wspolrzedne Srodka okregu
0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Przykladowe pelne rozwiazanie

a) Wiemy, ze Srodek okregu S lezy na prostej x +y —2 =0, wigc mozemy jego wspOlrzedne zapisad
nastgpujaco S = (x,—x +2).

Po podstawieniu wspotrzgdnych punktéw A4, B,S do warunku |AS| = |BS| otrzymujemy rownanie:
\/(x—O)Z F(—x+2-3) = \/(x+4)2 +(—x+2-1)

Po podniesieniu obustronnie do kwadratu otrzymamy zalezno$¢:

(x) (o310 = (x 44+ (-r-41)

X 4HxT4+2x+1=x +8x+16+x* —2x+1

—4x=16

Y= i S = (—4.6)
e enis (-4

Obliczamy promiefi okregu r =|AS|:
r=y(-4) +(6-3) =5
Rownanie okr¢gu ma postac: (x + 4)2 +(y— 6)2 =25
b) Wyznaczamy rdwnanie prostej BS: x = —4.
Zauwazamy, ze prosta BS zawiera bok BC trdjkata, ktory jest Srednica okregu, poniewaz z warunkow
zadania trdjkat ABC jest prostokatny i kat BAC ma miar¢ 90°.
Rozwiazujemy uktad rownan:
x=-4
(x+4) +(y—6)" =25
1 wyznaczamy wspOtrzedne drugiego punktu wspdlnego prostej BS i okregu, czyli wierzcholek C troj-
kata ABC:
(—4+4) +(y—6)" =25
(y—6)" =25
y=1luby=11
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM

Rozwigzaniem uktadu rownan sg dwie pary rozwigzah — wspoirzedne dwoch punktéw przecigcia
x=—4|x=-4

{ y=1 { y=11

Zauwazamy, ze pierwsza para rozwigzan to wspotrzedne wierzchotka B, zatem wierzchotek C ma

wspotrzedne (—4,11).

Wspétrzedne punktu C mozna wyznaczy¢ rOwniez na przyktad ze wzordéw na wspolrzedne Srodka od-

cinka.

¢) Trojkat ABC jest prostokatny, wigc punktem przecigcia jego wysokosci jest wierzchotek kata proste-

g0, czyli punkt A4 =(0,3).

Obliczamy wspolrzedne Srodka cigzkoSci trojkata ABC:

P[xA tXpt+Xc Yat Vs "‘YC]

b

3 3
P[0—4—4’3+1+11]
3 3
3

Wyznaczamy réwnanie prostej AS:
(y=3)(-4-0)—(6—3)(x—0)=0

—4y+12-3x=0

3x+4y—-12=0

Nastepnie sprawdzamy, czy punkt P spelnia réwnanie tej proste;:

3-[—% +4.5-12=0

Rownosé jest prawdziwa, co dowodzi, ze punkty A, S, P sa wspotliniowe — leza na jednej proste;.

Zadanie 10. (0-5)

Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe
ITI. Wykorzystanie i interpretowanie repre- | Zdajacy:
zentacji. II1.R2) rozwiazuje rdwnania i nier6wnosci wymierne,
2. Dobieranie i tworzenie modeli matema- | ktore dadzg si¢ sprowadzi¢ do rOwnania lub nieréw-
tycznych przy rozwiazywaniu problemow nosci liniowej lub kwadratowej;
praktycznych i teoretycznych. II1.R5) analizuje [...] rownania i nieréwnoSci kwadra-
3. Tworzenie pomocniczych obiektéw ma- | towe z parametrami, w szczeg6lnoSci wyznacza liczbe
tematycznych na podstawie istniejacych, rozwigzan w zalezno$ci od parametréw, podaje wa-
w celu przeprowadzenia argumentacji lub | runki, przy ktérych rozwiazania maja okreslone znaki
rozwigzania problemu. badzZ naleza do okreSlonego przedziatu, wyznacza

rozwigzania w zalezno$ci od parametrow.

Zasady oceniania

5 pkt — poprawne wyznaczenie czesci wspodlnej zbioru rozwigzan nieréwnosci A > 0 oraz zbioru rozwig-
zan alternatywy warunkow dotyczacych znakow pierwiastkow rownania: m € (—2,0)U(0,4)

4 pkt — poprawne rozwiazanie nierownosci A >0 oraz zapisanie obu przypadkéw: warunku, przy
ktorym réwnanie ma dokfadnie jedno rozwiagzanie dodatnie, oraz warunkdéw, ktore musza by¢ spel-
nione, aby réwnanie miato dwa rozwigzania dodatnie oraz poprawne rozwigzanie obu przypadkow:
me (—oo,—4) U (—2;0) U (O,+oo)

3 pkt — poprawne rozwigzanie nierownosci: A > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy m € (—2,4;4), oraz zapisanie
obu przypadkdéw: warunku, przy ktéorym réwnanie ma dokfadnie jedno rozwiazanie dodatnie, oraz
warunkdw, ktore muszg by¢ spetnione, aby réwnanie miato dwa rozwigzania dodatnie, oraz poprawne
rozwigzanie jednego z tych przypadkow m € (—2;0) albo m € (—o0,—4)U(0,+00)
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM

2 pkt — poprawne rozwigzanie nierownosci A > 0 wtedy i tylko wtedy, gdym € (—2,4;4), oraz zapisanie
warunku, przy ktérym réwnanie ma doktadnie jedno rozwigzanie dodatnie, oraz warunkow, ktore mu-
szg by¢ spetnione, aby rdwnanie miato dwa rozwigzania dodatnie

1 pkt — zapisanie warunku, aby réwnanie kwadratowe miato dwa r6zne miejsca zerowe, oraz warunku,
przy ktorym réwnanie ma dokladnie jedno rozwiazanie dodatnie, albo warunkéw, ktére musza byé
spetnione, aby robwnanie miato dwa rozwigzania dodatnie

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym nie ma istotnego postepu, albo brak rozwigzania

Przykladowe pelne rozwigzanie

Roéwnanie kwadratowe ma dwa rozne rozwigzania wtedy i tylko wtedy, gdy A > 0.

Wyznaczamy wyr6znik trojmianu kwadratowego:

A=(=3(m+4)) —4m(6m+12)

A=9(m’ +8m+16)—24m> —48m

A=—15m*+24m+144

Rozwigzujemy nieréwnosé: A >0

czyli: —15m* +24m +144 >0

—5m* +8m+48>0

Obliczamy wyrdznik i miejsca zerowe powyzszego trojmianu:

A, =8 —4.(—5)-48=1024
:—8—32:4 _—8+32

T/ R
Rozwigzaniem nieréwnosci jest przedziat (—2,4;4).
Aby spetniony byl warunek zadania dotyczacy znakéw rozwigzan rOwnania, nalezy rozwazy¢ alterna-

=24

tywe dwoch przypadkow:
rOwnanie ma doktadnie jedno rozwigzanie dodatnie, jezeli zachodzi zalezno$¢: x, - x, <0
. . . N . 3 X -x, >0
rownanie ma dwa rozwiazania dodatnie, jezeli jest spelniony uktad warunkow: { ]+ 2 0
X+ x>

Przypadek 1.

. T4
Korzystamy ze wzorow Viete’a: — <0
a

Podstawiamy wspoiczynniki danego rdwnania, przeksztalcamy rownowaznie i otrzymujemy:
6m+12

<0
m

6(m+2)-m<0

me(—2;0)

Przypadek 2.
£50

Korzystamy ze wzordw Viete’a: { ¢

—>0

a

Podstawiamy wspolczynniki danego rownania, przeksztalcamy rownowaznie i otrzymujemy:
6m+12
m
3(m+4)
m

6(m+2)-m>0

3(m+4)-m>0

me (—oo,—Z) U (O,—i—oo)

m € (—o0,—4)U(0,+00)

Czescig wspOlng rozwigzan obu nierownosci jest suma przedzialow (—oo,—4) U (0,+oo).

>0

>0
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM

Warunek dotyczacy znakdéw rozwigzan danego réwnania jest spetniony dla
m € (—00,—4)U(=2;0)U(0,+00).
Po uwzglednieniu wszystkich warunkow otrzymujemy m € (—2,0)U(0,4).

Zadanie 11. (0-5)

Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy X.5) oblicza objetosci i pola powierzchni [...] ostrostu-
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytu- pow [...], rtOwniez z wykorzystaniem trygonometrii;
acjach nietypowych. X.R2) wyznacza przekroje [...] ostrostupéw prawidlo-
wych [...].

Zasady oceniania
5 pkt — poprawne obliczenie pola powierzchni catkowitej ostrostupa oraz jego objetosci
4 pkt — poprawne obliczenie wysokoSci bryty oraz pola powierzchni catkowitej ostrostupa albo jego

objetosci V' = ¥

3 pkt — poprawne obliczenie pola powierzchni catkowitej ostrostupa P, = 8 + 82 albo poprawne obli-
czenie wysokoSci bryly H = V2

2 pkt — zapisanie rOwnania z jedng zmienna pozwalajacego obliczy¢ dtugos$¢ krawedzi podstawy ostro-
stupa albo wysokos$¢ jego Sciany bocznej

1 pkt — zapisanie zalezno$ci migedzy dlugoS$cig krawedzi podstawy ostrostupa a wysokos$cia jego $ciany
boczneja= 2

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym nie ma istotnego postepu, albo brak rozwigzania

Przykladowe pelne rozwigzanie
S

A

Przyjmijmy oznaczenia:

a — dtugos¢ krawedzi podstawy ostrostupa

d — dlugos¢ przekatnej podstawy ostrostupa

b — dtugos¢ krawedzi bocznej ostrostupa

x — dlugos$¢ wysokosci §ciany bocznej ostrostupa

H - dtugos¢ wysokoSci ostrostupa

S —wierzcholek ostrostupa

O - spodek wysokosci ostrostupa

Zauwazamy, ze trojkat MNS jest rownoboczny, poniewaz jest to trdjkat rOwnoramienny i kat pomiedzy
jego ramionami ma miare 60°. Wynika stad, ze odcinek MN taczacy Srodki dwoch sasiednich bokéw
kwadratu — podstawy ostrostupa — ma dtugos¢ x.
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM

Na podstawie twierdzenia o odcinku tgczacym dwa boki trdjkata BCD wnioskujemy, ze |MN | = %|BD|
czyli, ze x = %d.
d=2x
d=a\2

Otrzymujemy uktad warunkow:

Wynika z nich, ze: a= 2
Stosujac twierdzenie Pitagorasa dla trojkata MCS, otrzymujemy:

+ %] = (Vo)

x2

2
. L .. X
Przeksztalcamy rownanie rownowaznie x> + 5= 6

x?=4
Otrzymujemy x =2
oraza=2+2

Stosujac twierdzenie Pitagorasa dla trojkata OMS, otrzymujemy:
2
1

H?+|—a

b

2

Przeksztalcamy rownanie rownowaznie: H? + (\/E ) =2°
H*=2
i otrzymujemy H = V2

Obliczamy pole powierzchni catkowitej ostrostupa:

a-x
P=a+4—F
2

(2\/_) +4- 2[—2 —8+8V2

Obliczamy obje;tosc ostrostupa:

V:lazH
3

1 2 82
V:§(2\/§) \/EZT

:xz

Zadanie 12. (0-5)

Wymagania ogdlne Wymagania szczegoélowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy XIII1.R4) oblicza pochodna funkcji potggowej o wy-
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytu- ktadniku rzeczywistym oraz oblicza pochodna, korzy-
acjach nietypowych. stajac z twierdzen o pochodnej sumy, rdznicy, iloczy-

nu, ilorazu [...];

XIII.RS5) stosuje pochodna do badania monotonicz-
noSci funkcji;

XIII.R6) rozwiazuje zadania optymalizacyjne z zasto-
sowaniem pochodne;.

Zasady oceniania

5 pkt — uzasadnienie, ze funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejsza dla x=0, oraz obliczenie wartosci
minimum funkgji f,,, (0)=1

4 pkt — uzasadnienie (np. poprzez badanie monotoniczno$ci funkcji), ze funkcja f przyjmuje wartos§é
najmniejsza dla x =0

3 pkt — obliczenie drugiego miejsca zerowego pochodnej funkcji f: x=0
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM

2 pkt — wyznaczenie wzoru funkcji f (x)=x* +3x* +1

1 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji f oraz wykorzystanie warunku koniecznego ekstremum i zapi-
sanie warunku f'(—2)=0

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Przyktadowe pelne rozwigzanie
Pochodna funkcji f(x) = ax’ + bx* +1 jest funkcja f'(x) = 3ax® + 2bx.
Funkcja f osiaga dla argumentu —2 maksimum réwne 5 (wykorzystujemy warunek konieczny istnienia
ekstremum), wigc zapisujemy uklad warunkow:
{ f(=2)=5
f'(=2)=0
Podstawiamy podane warto$ci i otrzymujemy ukiad dwoch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi:
a-(=2) +b-(-2) +1=5
3a-(~2)" +2b-(-2)=0
—8a+4b=4
{ 12a—4b=0
Stad a=1
ta {b -l
Otrzymujemy wz6r funkeji f (x) = x* 4+ 3x* +1 oraz wzor jej pochodnej f'(x) = 3x* 4 6x.
Obliczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji f: f '(x) =0
3x*+6x=0
3x(x+2)=0
x=0lubx=-2
Badamy znak pochodne;:
f'(x)>0dlax €(—o00,—2)U(0,00)
f'(x)<0dlaxe(-2,0)
Zatem funkcja f jest malejaca w przedziale [-2,0]i rosngca w przedziale [0,00).
Stad funkcja f osigga warto$¢ najmniejszg dla x=0. Wtedy f,,, (0) =1.
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