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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym - termin dodatkowy 2026 r.

Uwagi ogodlne:

1. Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki
zadania.

2. Jezeli zdajgcy popetni btedy rachunkowe, ktore na zadnym etapie rozwigzania nie
upraszczajg i nie zmieniajg danego zagadnienia, lecz stosuje poprawng metode
i konsekwentnie do popetnionych btedéw rachunkowych rozwigzuje zadanie, to moze
otrzymac¢ co najwyzej (n — 1) punktow (gdzie n jest maksymalng mozliwg do uzyskania
liczbg punktow za dane zadanie).

Zadanie 1. (0-2)

Wymagania okreslone w podstawie programowej’

Wymagania ogolne Wymaganie szczegétowe
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. I.R) stosuje wzor na zamiane podstawy
1. Stosowanie obiektéw matematycznych logarytmu.
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.
I. Sprawnos¢ rachunkowa.

Zasady oceniania
2 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 373.
1 pkt — poprawne zastosowanie wzoréw na logarytm potegi oraz na réznice logarytmow

abiczerie a: a =3
IOICZEIE(I.CL—81

ALBO
— poprawne zastosowanie wzorow na zamiane podstawy logarytmu oraz na logarytm
potegi i obliczenie b: b = 6.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Stosujemy wzér na logarytm potegi oraz wzér na réznice logarytmow i obliczamy a:

1 1
L 16§.log4 36—2-10g, 3 _ E.10g4 36—2-log, 3 _ 41og436—4-10g43 _ 4log4(%) — ﬁ
81
Stosujemy wzér na zamiane podstawy logarytmu oraz wzér na logarytm potegi
i obliczamy b:
b =1log, 9 - logs 5 - logs 8 = 522 . log, 5. 2838 __2 10 g 3logs 2 = 6
— 082 083 085S = logs 2 083 logs 5 B logs 2 0839 = logs 2 0832 =

Obliczamy % :

1Rozporzadzenie Ministra Edukacji z dnia 28 czerwca 2024 r. zmieniajgce rozporzgdzenie w sprawie podstawy
programowej ksztatcenia ogélnego dla liceum ogélnoksztatcgcego, technikum oraz branzowej szkoty Il stopnia
(Dz.U. z 2024 r. poz. 1019).
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

a 36
—=—:12=373
2b 81
Zadanie 2. (0-3)
Wymaganie ogoélne Wymaganie szczegoétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy XI.R1) oblicza liczbe mozliwych sytuaciji,
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | spetniajgcych okreslone kryteria,
nietypowych. z wykorzystaniem regulty mnozenia
i dodawania (takze fgcznie) oraz wzoréw na
liczbe: permutacji, kombinacji i wariacji.

Zasady oceniania
3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 33 600.
2 pkt — wyznaczenie liczby wszystkich kodow spetniajgcych warunki zadania, np.
8) . (5 8) . (6

(3)'(2)'5'4'3’ (2)'(3)’5’4'3'
1 pkt — wyznaczenie liczby wszystkich mozliwych ustawieh cyfry 4 oraz cyfry 8:

(3) oraz (3) (ub (%) oraz (%))

ALBO

— wyznaczenie liczby wszystkich mozliwych ustawien cyfr nieparzystych: (2) +5-4.3.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwiagzanie

Cyfre 2 umieszczamy na pierwszej pozycji kodu.

Sposrdd osmiu dostepnych pozycji w kodzie wybieramy trzy pozycje, na ktérych umiescimy
czworki. Liczba wszystkich takich wyboréw jest réwna (3).

Po umieszczeniu czwérek w kodzie mamy pie¢ dostepnych pozycji. Sposréd nich wybieramy
dwie, na ktorych umiescimy 6semki. Liczba wszystkich takich wyboréw jest rowna (;’)

Pozostaty jeszcze trzy nieobsadzone pozycje, na ktérych nalezy umiesci¢ trzy — parami
rézne — cyfry nieparzyste. Liczba wszystkich takich mozliwych obsadzen tych trzech pozycji
jestréwna 5-4 - 3.

Korzystamy z reguty mnozenia i obliczamy liczbe wszystkich kodéw spetniajgcych warunki

zadania:
(8) (5) 5.4.320 7654 ¢ 533600
3/ \2 "1:-2-31-2 N
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym - termin dodatkowy 2026 r.

Zadanie 3. (0-3)

Wymaganie ogoélne

Wymaganie szczegétowe

I1l. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

1. Stosowanie obiektéw matematycznych
i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

Zdajacy:

XIII.R4) oblicza pochodng funkcji potegowe;j
o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza
pochodng, korzystajgc z twierdzen

0 pochodnej sumy, réznicy, iloczynu, ilorazu
i funkcji ztozone.

Zasady oceniania

3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: a = 2.
2 pkt — zapisanie rownania z jedng niewiadomg a, np.

Ra?+1Da@a-1)—-(a®+a)-1
(a—1)2

1 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji f, np. f'(x) =

=—=a

(Qax+ 1)(x — 1) = (ax? + x) - 1
(x—1)° '

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Wyznaczamy pochodna funkcji f:

QRax+1D(x-1) —(ax*+x) -1 ax?—2ax—1

f'x) = 1)

dla kazdego x # 1.

Stad i zwarunku f'(a) = —%a otrzymujemy:

a3—2a2—1_
(a —1)?

(x —1)?

1

=——=a AN a=#1

2

203 —4a®>-2=—-a(a—1)* A a=#1

3a3—6a’+a—-2=0 A a=#1

3¢2(a—2)+(@—-2)=0 A a=#1

Ba’+1)(@-2)=0 A a#1

a=2
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Zadanie 4. (0-3)

Zasady oceniania rozwigzan zadan

Wymaganie ogoélne

Wymaganie szczegétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.

1. Przeprowadzanie rozumowan, takze
kilkkuetapowych, podawanie argumentéw
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania,
odréznianie dowodu od przyktadu.

Zdajacy:
[1.1) stosuje wzory skroconego mnozenia
na: (a + b)?, (a —b)?, a? — b>.

Zasady oceniania

3 pkt — poprawne przeksztatcenia i przeprowadzenie petnego rozumowania.
2 pkt — przeksztatcenie nierdwnosci do postaci, z ktérej mozna bezposrednio wnioskowaé

o prawdziwosci nieréwnosci, np. 0 < (x —y)? + (x — 1)% + (y — 1)?

(dla sposobu 1)
ALBO

— przeksztatcenie nierownosci do postaci uporzgdkowanej nieréwnosci kwadratowej ze

(dla sposobu 1),
ALBO

(dla sposobu III).

ALBO

Wiecej arkuszy znajdziesz na stronie: arkusze.pl

wzgledu na niewiadomg x (lub niewiadomg y) oraz wyznaczenie i przeprowadzenie
analizy znaku wyréznika odpowiedniego tréjmianu kwadratowego, np. poprzez
zapisanie wyroznika w postaci, z ktorej mozna bezposrednio wnioskowac o jego
znaku, lub poprzez naszkicowanie poprawnego wykresu tréjmianu —3y? + 6y — 3

— przeksztatcenie nieréwnosci do postaci 0 < (x — 1)? — (x — D(y — 1) + (y — 1)?

1 pkt — pomnozenie obu stron nierdwnosci przez 2 i przeksztatcenie nieréwnosci do postaci,
w ktdrej wystepuje co najmniej jeden z nastepujgcych kwadratéw: (x — y)? lub
(x=1D2%1lub (y—1)% np. (x—y)?+x%2+y?—2x—2y+2=>0 (dlasposobu )

— przeksztatcenie nierownosci do postaci uporzgdkowanej nieréwnosci kwadratowej ze
wzgledu na niewiadomg x (lub niewiadomg y) oraz wyznaczenie wyroznika
odpowiedniego tréjmianu kwadratowego, np. 0 < x?2 — (y + Dx + (y2 —y + 1)

oraz A = —3y% + 6y — 3 (dla sposobu II),

ALBO

— przeksztatcenie nieréwnosci do postaci 0 < [(x — 1) —(y —DP*+ (x— 1)(y - 1)

(dla sposaobu III).

0 pkt — rozwigzanie, w ktdorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob |

Przeksztatcamy nierownos¢ réwnowaznie i otrzymujemy:

xy+x+y<x*+y*+1

2xy 4+ 2x 4+ 2y < 2x% + 2y? + 2

0<x?—-2xy+y2+x2—-2x+1+y>—-2y+1

0<(x—y)2+(x—12%+(y—1)?

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym - termin dodatkowy 2026 r.

Wszystkie sktadniki sumy (x —y)? + (x — 1)? + (y — 1)? sg nieujemne jako kwadraty
liczb rzeczywistych, wiec nieréwno$é 0 < (x —y)? + (x — 1)?2 + (y — 1)? jest prawdziwa
dla kazdej liczby rzeczywistej x idla kazdej liczby rzeczywistej y. Zatem nieréwnos$c¢
xy+x+y<x?+y?+1 jestrowniez prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x idla
kazdej liczby rzeczywistej y.

To nalezato wykazac.

Sposdb |l
Przeksztatcamy nieréwno$¢ réwnowaznie i otrzymujemy:

xy+x+y<x*+y*+1
0<x*—-(@W+Dx+@*—-y+1)
Wyréznik A tréjmianu x? — (y + 1)x + (y?> —y + 1) zmiennej x jest réwny
A=@y+1)?>—-4@?—y+1)=-3y?+6y—3=-3(y—1)?

Wyréznik jest niedodatni jako iloczyn liczby ujemnej i liczby nieujemnej (y — 1)2. Ponadto
wspotczynnik przy x? jest dodatni, wiec tréjmian x2 — (y + Dx + (y? — y + 1) przyjmuje
tylko warto$ci nieujemne. Zatem nieréwnos¢ 0 < x? — (y + D)x + (y> —y + 1) jest
prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej y, wiec rowniez
nierowno$¢ xy + x + y < x? + y? + 1 jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x

i dla kazdej liczby rzeczywistej y.

To nalezato wykazac.

Sposob N
Przeksztatcamy nierownos¢ rownowaznie i otrzymujemy:

xy+x+y<x*+y*+1
0<x*+y?—2xy+xy—x—y+1
0<(x—-y?+x(-D-0-1
0S(x—-»+Ex-Dy-1
0<[x-D-@-DP+E-DE -1
0<(x-1D?-2-DOy-D+@-D*+x-Dy—-1)
0s@x-D’-@x-DO-D+G-D?
Te nierownos¢ mozemy rownowaznie zapisa¢ w postaci

0 <a®—ab+ b?

2
gdzie a =x —1 oraz b = y — 1. Zauwazmy teraz, ze a? —ab + b? = (a —1b) +3p2,
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

2
Poniewaz kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemng, wiec (a - %b) >0
2

oraz %bz > (. Zatem suma (a — %b) + %bz jest nieujemna jako suma liczb

nieujemnych. To oznacza, ze nierownos¢ 0 < a? — ab + b? jest prawdziwa dla kazde;
liczby rzeczywistej a i kazdej liczby rzeczywistej b. Tym samym nieréwnos¢
xy+x+y<x?+y%+1 jestréwniez prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x idla
kazdej liczby rzeczywistej y. To nalezato wykazac.

Zadanie 5. (0-3)

Wymaganie ogélne Wymagania szczegoétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze VIII.11) przeprowadza dowody
kilkuetapowych, podawanie argumentéw geometryczne.
uzasadniajgcych poprawnos$¢ rozumowania, | VIII.LR1) stosuje wtasnosci czworokgtow
odroznianie dowodu od przyktadu. wpisanych w okrag i opisanych na okregu.

Zasady oceniania (dla sposobu I)
3 pkt — poprawne przeksztatcenia i przeprowadzenie petnego rozumowania.
2 pkt — zapisanie, ze |4KAC| = |AKBC| oraz zapisanie wraz z uzasadnieniem, ze na
czworokgcie DBLK mozna opisac okrag
ALBO
— zapisanie wraz z uzasadnieniem, ze na czworokgcie DBLK mozna opisa¢ okrag
oraz zapisanie wraz z uzasadnieniem, ze |4KBL| = |AKDL)|.
1 pkt — zapisanie, ze |4KAC| = |4KBC|
ALBO
— zapisanie wraz z uzasadnieniem, ze na czworokacie DBLK mozna opisaé¢ okrag.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zasady oceniania (dla sposobu II)
3 pkt — poprawne przeksztatcenia i przeprowadzenie petnego rozumowania.
2 pkt — zapisanie wraz z uzasadnieniem, ze na czworokgcie MDLC mozna opisac okrag
oraz zapisanie, ze |4£CML| = |ACDL)|
ALBO
— zapisanie wraz z uzasadnieniem, ze na czworokgcie MAKC mozna opisac okrag
oraz zapisanie, ze |4CMK| = |4CAK]|,
ALBO
— zapisanie wraz z uzasadnieniem, ze na czworokacie MDLC mozna opisac okrag
oraz zapisanie wraz z uzasadnieniem, ze na czworokacie MAKC mozna opisac
okrag.
1 pkt — zapisanie wraz z uzasadnieniem, ze na czworokgcie MDLC mozna opisac okrag
ALBO
— zapisanie wraz z uzasadnieniem, ze na czworokgcie MAKC mozna opisac okrag.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

CENTRALNA Strona 7 z 32
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym - termin dodatkowy 2026 r.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob |

Poniewaz trojkat ABC jest rbwnoramienny i CD jest osig symetrii tego trojkata, wiec
|AKAC| = |AKBC| = |4KBLJ|.

Poniewaz |4£KDB| = 90° oraz |4BLK| = 90°, wiec na czworokgcie DBLK mozna opisa¢
okrag. W tym okregu katy wpisane KDL i KBL sg oparte na tym samym tuku, wiec majg
rowne miary. Zatem |£KAC| = |4KBL| = |4KDL)|.

To nalezato wykazac.

Sposob Il

Niech M bedzie punktem przeciecia prostej p z prosta AB. Oznaczmy a = |ABCD| oraz
p = |4CML|.

Trojkgt MCL jest prostokagtny, wiec srodek okregu opisanego na tym trojkacie jest srodkiem
odcinka MC, a promien tego okregu jest rowny % |[MC|. Tréjkat MDC jest prostokatny,
wiec srodek okregu opisanego na tym tréjkacie jest srodkiem odcinka MC, a promien tego
okregu jest rowny % - |[MC|. Zatem na czworokgcie MDLC mozna opisa¢ okrag. Oznaczmy

ten okrag przez ¢4 (zobacz rysunek).

Katy LCD oraz LMD sa wpisane w okrag ¢4 ioparte na tym samym tuku LD, wiec
|ALCD| = |4LMD| = a. Poniewaz trojkat ABC jest rownoramienny, wiec

|AKCA| = |4DCA| = a. Zatem |4KCA| = |ALMD| = |AKMA|, a poniewaz punkty C oraz
M sa po tej samej stronie prostej AK, wiec na czworokagcie MAKC mozna opisac okrag.
Oznaczmy ten okrag przez o, (zobacz rysunek).
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Katy wpisane KMC oraz KAC sg oparte na tym samym tuku CK okregu o, wiec
|AKAC| = |AKMC| iwobec |4KMC| = |4LMC| mamy |4KAC| = .

Katy wpisane CDL oraz LMC sg oparte na tym samym tuku CL okregu o4, wiec
|ACDL| = |4LMC| = B. Zatem |4KAC| = = |4CDL| = |4KDLJ|.

To nalezato wykazac.

Zadanie 6. (0-4)

Wymaganie ogéine

Wymaganie szczegoétowe

IIl. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

Zdajacy:

XIl.R1) oblicza prawdopodobienstwo
warunkowe i stosuje wzor Bayesa, stosuje
twierdzenie o prawdopodobienhstwie
catkowitym.

Zasady oceniania (dla sposobu 1)

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 29

116

3 pkt — obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia B: P(B) = 500 -

2 pkt — zapisanie/obliczenie prawdopodobienstw zdarzen A4, A, i A3z oraz

prawdopodobienstw P(B|A;), P(B|A,) i P(B|A3): P(A;) =% oraz P(4,) :%,

oraz P(A3) = % ,oraz P(B|A,) = %

15

oraz P(B|A,) = % , oraz

1 pkt — zapisanie/obliczenie prawdopodobienstw zdarzen A;, A, i A3 P(A;) =% oraz

P(4,) =5 oraz P(A;) = o

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym - termin dodatkowy 2026 r.

ALBO
— zapisanie/obliczenie prawdopodobienstw P(B|A;), P(B|A,) i P(B|A3):
10 12 15
P(BlAl) = 100 oraz P(BlAZ) = 100 oraz P(B|A3) = 100
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
Zasady oceniania (dla sposobu II)

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 29

3 pkt — wyznaczenie prawdopodobienstw zdarzen A; N B oraz B, np. P(A; N B) = 9,2
1,16n
oraz P(B) = o 3n+an
ALBO

— zapisanie liczby bochenkéw chleba razowego dostarczonego przez piekarnie P; oraz
tgcznej liczby bochenkéw chleba razowego dostarczonego przez piekarnie
w zaleznosci od jednej zmiennej, np. 0,2n oraz 1,16n.
2 pkt — wyznaczenie prawdopodobienstwa zdarzenia A; N B, np.

0,2n
PUANB) =g
ALBO
. . . 1,16n
— wyznaczenie prawdopodobienstwa zdarzenia B, np. P(B) = T 3 A

ALBO
— zapisanie liczby bochenkdw chleba dostarczonego przez poszczegodlne piekarnie

oraz liczby bochenkéw chleba razowego dostarczonego przez piekarnie P;
w zaleznosci od jednej zmiennej, np. 2n oraz 3n i 4n oraz 0,2n.

1 pkt — zapisanie liczby bochenkéw chleba dostarczonego przez poszczegdlne piekarnie
w zaleznosci od jednej zmiennej, np. 2n oraz 3n i 4n.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob |

Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia:

A, — zdarzenie polegajgce na tym, ze losowo wybrany chleb pochodzi z piekarni P;,
A, — zdarzenie polegajgce na tym, ze losowo wybrany chleb pochodzi z piekarni P,,
Az — zdarzenie polegajgce na tym, ze losowo wybrany chleb pochodzi z piekarni P,
B — zdarzenie polegajace na tym, ze losowo wybrany chleb jest razowy.

2 3 4 10 12
Wtedy P(4;) =5, P(42) =5, P(43) =g oraz P(B|A)) = 155 P(BlA2) = 155
15

Poniewaz zdarzenia Ay, A,, A; sg paramirozigcznei A; U A, U A3 = () oraz

prawdopodobienstwa tych zdarzen sg dodatnie, wiec mozemy obliczy¢ P(B), stosujgc wzor
na prawdopodobienstwo catkowite:
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

P(B) = P(4;) - P(B|A;) + P(A;) - P(B|A3) + P(43) - P(B|A3) =
_ 2 10 3 12 4 15 116

=3 700179 10019 100~ 900

Stosujemy wzér Bayesa i obliczamy prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany chleb
pochodzi z piekarni P; , jezeli wiadomo, ze ten chleb jest razowy:

2 10
P(A4y)-P(BIA) 5 °1p0 _ 5
900

Sposob I

Stosunek liczby bochenkéw chleba dostarczonego przez piekarnie P;, P, oraz P; do tego
supermarketu jest rowny — odpowiednio — 2 : 3 : 4, wiec liczby bochenkéw chleba
dostarczonego do supermarketu przez piekarnie P;, P, oraz P; wynoszg — odpowiednio —
2n, 3n oraz 4n (przy pewnym n catkowitym dodatnim).

Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia:

A, — zdarzenie polegajgce na tym, ze wybrany losowo chleb pochodzi z piekarni P;,

B — zdarzenie polegajace na tym, ze wybrany losowo chleb jest razowy.

Z warunkow zadania wynika, ze liczba bochenkéw chleba razowego dostarczonego

Z piekarni:

e P, jestrowna 0,1-2n = 0,2n
e P, jestrowna 0,12 -3n = 0,36n
e P; jestréwna 0,15 - 4n = 0,6n.

Zatem fgczna liczba bochenkdéw chleba razowego dostarczonego do supermarketu jest

rowna 0,2n 4+ 0,36n + 0,6n = 1,16n.
1,16n 29 0,2n 1
Dlatego P(B) = g3+ an ~ 225 O PUNB) =g sam = 35

Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia polegajgcego na tym, ze losowo wybrany chleb
pochodzi z piekarni P, jesli wiadomo, ze ten chleb jest razowy:

1
P(4,NnB) & 5
P(44|B) = = =—
225
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym - termin dodatkowy 2026 r.

Zadanie 7. (0-4)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe
lll. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. VI.R2) rozpoznaje zbiezne szeregi
2. Dobieranie i tworzenie modeli geometryczne i oblicza ich sume.
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania

n—1
4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: a, = 7 - (%) ,
1 n
a,=14-(3) .
3 pkt — rozwigzanie rownania z jedng niewiadomg g (lub a,).
[14- (1= q)
2 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg g (lub a,), np. 1_—q3q = 392,
3
1 =392
1-(1- ﬁ)
1 pkt — wyznaczenie a, w zaleznosciod q: a; = 14(1 —q)

ALBO
— zapisanie dwoch rownan z dwiema niewiadomymi a; oraz g, ktére wynikajg
z warunkéw dotyczgcych sumy wszystkich wyrazéw ciggu i sumy szescianéw
3
a
wszystkich wyrazéw ciggu, np. 1aT1q = 14 oraz 1 1 z = 392.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy popetnia w rozwigzaniu btedy rachunkowe, w wyniku ktérych otrzymuje
rownanie z jedng niewiadomg g, ktére nie ma rozwigzan spetniajgcych warunek |[gq| < 1,
to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.

2. Jezeli zdajgcy zapisuje sume wszystkich wyrazéw nieskoniczonego ciggu geometrycznego
jako sume n poczatkowych wyrazow ciggu i na tym opiera swoje rozwigzanie, to
otrzymuje 0 punktow za cate rozwigzanie.

Przyktadowe petne rozwiagzanie
Niech g oznacza iloraz ciggu geometrycznego (a,,). Poniewaz suma wszystkich wyrazéw
tego ciggu istnieje i jest rowna 14, wiec

a
1—

=14 A |gl <1
q

Stad a; = 14(1 — q), gdzie |q| < 1.

Ciag szescianow wyrazow ciggu (a,) jest ciggiem geometrycznym o pierwszym wyrazie
réownym a} iilorazie g3. Poniewaz |q| < 1, wiec |q3| < 1. Zatem z warunkéw zadania
otrzymujemy
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

3

B _ 397
1—q3_

Stad i z zaleznosci a; = 14(1 — q) otrzymujemy dalej:
143 - (1—q)3 B
1-¢3 B
7(1—q)° B
1-@A+q+4q?)

71—-q¢)?*=1+q+q*> A qg#1

392

6g°—15¢+6=0 A qg#1

—1V =2
CI—Z q=

Po uwzglednieniu warunku |g| < 1 otrzymujemy q = % .Zatem a; = 14(1—q) = 7.
1 n—-1
Wzér ogdiny na n-ty wyraz ciggu (a,) ma posta¢ a, =7 - (?)

Zadanie 8. (0-4)

Wymaganie ogolne Wymagania szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. VI.5) stosuje wzér na n-ty wyraz i na sume
2. Dobieranie i tworzenie model n poczatkowych wyrazow ciagu
matematycznych przy rozwigzywaniu arytmetycznego;

problemow praktycznych i teoretycznych. V1.6) stosuje wzdr na n-ty wyraz i na sume

n poczatkowych wyrazéw ciggu

geometrycznego.

Zasady oceniania
4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: (x,y,z) = (1,3,9) oraz
(x,y,2) = (1 7 ﬁ)
I} yr - 9 ) 9 ) 9 .
3 pkt — obliczenie r: r =2 oraz r = % (dla sposobu I)
ALBO
— zapisanie réwnania z jedng niewiadomg x (lub y, lub z), np.:

(5x+1)2:x[2_(5x+1)+4_x]’

2 2
8y + 21 8y + 21
= (o) (2R
2
Z; 5 +z—-4 z—75
> =—z 'Z (dla sposobu 1),
ALBO
CENTRALNA Strona 13 z 32
KOMISJA

EGZAMINACYJNA



Wiecej arkuszy znajdziesz na stronie: arkusze.pl

Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym - termin dodatkowy 2026 r.

—obliczenie g (lub x): q =3 oraz q =7 (lub: x =% oraz x = 1)

(dla sposaobu III).
2 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg 7, np. 72 = 4(r? — 2r + 1)

(dla sposobu 1)
ALBO

— zapisanie uktadu dwdch niezaleznych réwnan z dwiema niewiadomymi x, y (lub vy,
z,lub z, x), np.:
y2=xQy+4—-x) oraz (y—1)?=xQy—x—1),
y2=Qy—z+4)z oraz (y—1)>=QRy—z+4)(z—-5),

(x +; 4) — xz oraz (%4 — 1) = x(z — 5) (dla sposobu I),
ALBO

— zapisanie réwnania z jedng niewiadomg g (lub x), np.
1
Zq -5 (q
1 pkt — zapisanie uktadu dwoch niezaleznych rownan z dwiema niewiadomymi (z ktérych
jedng jest 1), np.
(x+r)=x(x+2r+4) oraz (x+r—12=x(x+2r+4-5)
(dla sposobu 1)
ALBO
—wyznaczenie x w zaleznosciod r,np. x = 1% — 2r + 1 (dla sposobu 1),
ALBO
— zapisanie uktadu trzech niezaleznych rownan z trzema niewiadomymi x, y, z, np.:

41)2 (dla sposaobu Il1).

y?=x-z oraz y = % oraz (y —1)* =x-(z—5) (dla sposobu II),
ALBO

— zapisanie réwnania z dwiema niewiadomymi x, y (lub y, z, lub z, x), np.
y2=xQy+4—-x), (y—1)2=Qy—2z+4) -(z—5) (dlasposobu ll),
ALBO

— zapisanie uktadu dwdéch niezaleznych réwnan z dwiema niewiadomymi (z ktérych
jedna jest q), np.

2 _
xq = X-I_XZ# oraz (xq —1)? = x - (xq? — 5) (dla sposobu ),
ALBO
—wyznaczenie x w zaleznosciod q (lub g w zaleznosci od x), np.
x = 4 5 (dla sposobu ll1).
(@-1)

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy przyjmuje, ze y = +/x - z, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate
rozwigzanie.

2. Jezeli zdajacy otrzyma wiecej niz dwa ciggi (x,y, z), wérdd ktoérych dwa sg wiasciwe:

(x,y,z) =(1,3,9) oraz (x,y,2) = (%%%) i nie odrzuci pozostatych ciggéw, to moze

otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

3. Jezeli zdajgcy myli ciag geometryczny z arytmetycznym, to otrzymuje 0 punktéw za cate
rozwigzanie.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob I (poprzez 1)

Niech r oznacza réznice ciggu arytmetycznego (x,y,z — 4). Wéwczas y = x + r oraz
z = x + 2r + 4. Poniewaz ciag (x,y,z) jest geometryczny, wiec korzystamy z wtasnosci
ciggu geometrycznego i otrzymujemy:

(x+1r)=x(x+2r+4)
X2 4 2xr + 1% = x?% + 2xr + 4x
r? = 4x

Poniewaz cigg (x,y — 1,z —5) jest geometryczny, wiec korzystamy z wtasnosci ciggu
geometrycznego i otrzymujemy:

(x+r—1%?=x(x+2r+4-5)
(x+7r)2—=2-(x+r)-1+12=x2+4+2xr—x
x2+2xr+1r2—-2x—-2r+1=x%+42xr —x

r2—2r+1=x
Stad z i zaleznosci r? = 4x otrzymujemy:
r2=4(r*-2r+1)
0=3r2-8r+4

Gdy r=2,to x=1r2-2r+1=1, y=x+r=3 oraz z=x+2r + 4 =0.
Poniewaz cigg (x,y,z) = (1,3,9) jest geometryczny, ciag (x,y,z—4) = (1,3,5) jest
arytmetyczny, acigg (x,y — 1,z —5) = (1,2,4) jest geometryczny, wiec trojka liczb
(x,y,2z) = (1,3,9) spetia warunki zadania.

Gdy rzg,to x=r2—2r+1=%, y=x+r=% oraz z=x+2r+4=%—9.

. . 1 7 49\ . . 17 13
Poniewaz ciag (x,y,z) = (5’5’7) jest geometryczny, ciag (x,y,z —4) = (5’5'7)
jest arytmetyczny, acigg (x,y —1,z—15) = (% —%g) jest geometryczny, wiec trojka

liczb (x,y,2) = (%,%,%)) takze spetnia warunki zadania.

Ostatecznie rozwigzaniami zadania sg dwie tréjki liczb: (x,y,z) = (1,3,9) oraz

@72 =(555)
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym - termin dodatkowy 2026 r.

Sposob la (poprzez 1)

Niech r oznacza réznice ciggu arytmetycznego (x,y,z — 4). Wéwczas x =y —r oraz
z =7y +r+ 4. Poniewaz ciag (x,y,z) jestgeometryczny, wiec korzystamy z wtasnosci
ciggu geometrycznego i otrzymujemy:

yV:=@-nN+r+4)
y2=y?—ri+4(y—7)
2 +4r = 4y

Poniewaz cigg (x,y — 1,z —5) jest geometryczny, wieccigg (y —r,y—1,y+r —1)
jest geometryczny. Korzystamy z wiasnos$ci ciggu geometrycznego i otrzymujemy:

G-D?=0-nN+r-1)
y:i-2y+l=y?=r2=(y—r1)
r’—r+1=y
Stad z i zaleznosci 12 + 4r = 4y otrzymujemy:
r’+4r=4(r?-r+1)

0=3r2—-8r+4

Gdy r=2,to y=7r’—r+1=3, x=y—-r=1oraz z=y+r+4=9.
Poniewaz cigg (x,y,z) = (1,3,9) jest geometryczny, ciag (x,y,z—4) = (1,3,5) jest
arytmetyczny, acigag (x,y —1,z—5) = (1,2,4) jest geometryczny, wiec tréjka liczb
(x,y,z) = (1,3,9) spetnia warunki zadania.

Gdy r=%,to y=r2—r+1=%, x=y—r=% oraz z=y+r+4=%—9.Poniewaz
. 1 7 49\ . . 17 13\ .

ciag (x,y,z) = (5’5’?) jest geometryczny, ciag (x,y,z —4) = (5’5’?) jest

arytmetyczny, acigg (x,y —1,z—5) = (% —%g) jest geometryczny, wiec trojka liczb

(x,y,2z) = (%%%) takze spetnia warunki zadania.

Ostatecznie rozwigzaniami zadania sg dwie trojki liczb: (x,y,z) = (1,3,9) oraz

7.2 = (55%)

Sposob Il

Z wiasnosci ciggu geometrycznego otrzymujemy

yi=x-z

Z witasnosci ciggu arytmetycznego i warunkéw zadania otrzymujemy

x+z—4

y: 2

Strona 16 z 32



Wiecej arkuszy znajdziesz na stronie: arkusze.pl

Zasady oceniania rozwigzan zadan

Ciag (x,y — 1,z —5) jest geometryczny, wiec
y-1*=x-(z—-5)
Stad i ze zwigzku y? = x - z otrzymujemy:
(y —1)?%=xz—-5x

y?—2y+1=y*—-5x

_5x+1
Y=
: . x+z—4 5+1 .
Poniewaz y =——5— oraz y = ——, wiec:

x+z—4_5x+1

2 2
z=4x+5
. , 2 5x+1 . .
Ze zwigzkow y“ =x-z, y = 5 oraz z = 4x + 5 otrzymujemy:
5x 4 1)°
( > )=x(4x+5)

25x% +10x + 1 = 16x? + 20x
9x%2 —-10x+1=0

Dla x =1 otrzymujemy y =3 i z=9. Wowczas ciag (x,y,z) = (1,3,9) jest
geometryczny, cigg (x,vy,z —4) = (1,3,5) jest arytmetyczny, a ciag

(x,y —1,z—5) = (1,2,4) jest geometryczny.

To oznacza, ze trojka liczb (x,y,z) = (1,3,9) spetia warunki zadania.

1 . 7. 49 . . (17 49y
Dla x = g otrzymujemy y =g i z =5~ Woéwczas ciag (x,y,z) = (5,5,?) jest
geometryczny, ciag (x,y,z —4) = (%%%) jest arytmetyczny, a cigg
(x,y—1,z—-5) = (% —ég) jest geometryczny.

Zatem tréjka liczb (x,y,z) = (%g%) takze spetnia warunki zadania.

Ostatecznie rozwigzaniami zadania sg dwie tréjki liczb: (x,y,z) = (1,3,9) oraz

2.2 = (5:5.%5)
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym - termin dodatkowy 2026 r.

Sposob Il (poprzez q)

Niech g oznacza iloraz ciggu geometrycznego (x,y,z). Wéwczas y = xq oraz z = xq>.
Poniewaz cigg (x,y,z —4) jest arytmetyczny, wiec korzystamy z wtasnosci ciagu
arytmetycznego i otrzymujemy:

x+xq* — 4
Xq=—————
2xq = x +xq* — 4
4=x(q>—-2q+1)
Dla ¢ = 1 réwnanie 4 = x(q? — 2q + 1) jest sprzeczne, wiec

4
(g - 1)?

Poniewaz (x,y —1,z—5) jest geometryczny, wiec:
(xq —1)*> =x - (xq* = 5)

x%q? —2xq+1=x%q* - 5x

X AN g+l

1=(2q—-5x
Dla q = % rownanie 1 = (2q — 5)x jest sprzeczne, wiec

= 1 N ¢5
*=2q-5 " 173

Zatem g # 1 i q;t% oraz:

1 4
2g -5 (q—1)?

(g—1*=4Q2q-5)
qg?—10g+21=0

q=3 VvV q=7

Gdy g =3,to (x,y,2) = (1,3,9). Poniewaz cigg (x,y,z) = (1,3,9) jest geometryczny,
ciag (x,y,z—4) =(1,3,5) jestarytmetyczny, aciag (x,y —1,z—5) = (1,2,4) jest
geometryczny, wiec trojka liczb (x,y,z) = (1,3,9) spetnia warunki zadania.

Gdy g =7,t0 (x,y,2z) = (%%%) Poniewaz ciag (x,y,z) = (%%%) jest
geometryczny, ciag (x,y,z —4) = (%g%) jest arytmetyczny, a cigg

1 2 4y U (17 49
(x,y—1,z—-5) = (6'_6'6) jest geometryczny, wiec tréjka liczb (x,y,z) = (5,5,?)

takze spetnia warunki zadania.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Ostatecznie rozwigzaniami zadania sg dwie tréjki liczb: (x,y,z) = (1,3,9) oraz

@22 = (5:5.%5)

Zadanie 9. (0-4)

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegoétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy VIII.R1) stosuje wlasnosci czworokatow

rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | wpisanych w okrag i opisanych na okregu.
nietypowych.

Zasady oceniania
4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 20.

3 pkt — zapisanie rownania z jedng niewiadomg (dlugoscia jednej z przyprostokatnych
2

trojkata ACD), np. c? + (%) = 65

ALBO
— zapisanie réwnania (c + d)? = 81,
ALBO

— obliczenie diugosci odcinkdw AE oraz EC (dla jednego przypadku): J% i %

2 pkt — zapisanie uktadu réwnan niezaleznych z dwiema niewiadomymi c i d, np. %cd =4

oraz c?+d? = (\/@)2 (dla sposobu 1)

ALBO
— zapisanie réwnania z jedng niewiadomg (dtugoscig odcinka AE lub EC), np.
8
\/@i_x = J? (dla sposobu II).
V65

1 pkt — obliczenie pola tréjkgta ACD i zapisanie, ze tréjkat ACD jest prostokatny (lub
dokonanie zapisow, z ktérych wynika, ze zdajgcy traktuje ten trojkat jako

prostokatny), np. P4cp = 4 oraz %cd =4,
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga.

Jezeli zdajgcy uzyska tylko jeden czworokgt ABCD spetniajgcy warunki zadania i nie
skomentuje, ze drugi czworokat spetniajgcy warunki zadania rézni sie tylko permutacjg
dtugosci bokéw AD i CD, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

Przykladowe petne rozwigzania
Sposob |
Przyjmijmy nastepujace oznaczenia: ¢ = |CD| oraz d = |AD|.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym - termin dodatkowy 2026 r.

Poniewaz czworokat ABCD jest wpisany w okrag i odcinki AB oraz CD sg prostopadte,
wiec trojkat ABC jest prostokatny, a odcinek AC jest srednicg tego okregu. Wobec tego
trojkat ACD réwniez jest prostokatny.

Pole tréjkata ABC jest rowne %-4 -7 = 14. Pole czworokagta ABCD jest réwne 18, wiec

pole trojkagta ACD jest rowne 4. Zatem

Li=a
24~

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatéw ABC i ACD otrzymujemy:
|AB|? + |BC|? = |AC|? = |CD|? + |AD|?
42 +7% = c* +d?
Stad i z zaleznosci %cd = 4 otrzymujemy dalej:
c?+d* =65
c?4+2cd+d*=65+4-4
(c+d)? =81
c+d=9

gdyz c i d to liczby dodatnie.

Wyznaczajgc z tego rownania d = 9 — ¢ i wstawiajgc do réwnania %cd = 4, otrzymujemy:

! 9 =4
EC( —c) =
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0=c*—9c+8
c=1 v c¢c=8

Gdy c=1,t0 d = 8.

Gdy c =8,t0 d = 1.

Otrzymalismy dwa czworokaty spetniajgce warunki zadania. Obwod L kazdego z nich jest
rowny

L=4+7+1+8=20

Sposob

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

¢ — dlugos¢ odcinka CD,

d — dtugos¢ odcinka AD,

E — punkt przeciecia prostej AC z prostg do niej prostopadtg i przechodzacg przez punkt D,
h — wysokos¢ tréjkata ACD opuszczona z wierzchotka D,

x — dlugosc¢ odcinka AE (zobacz rysunek).

Poniewaz czworokgt ABCD jest wpisany w okrag i odcinki AB oraz CD sg prostopadte,
wiec tréjkat ABC jest prostokatny, a odcinek AC jest Srednicag tego okregu. Wobec tego
trojkat ACD réwniez jest prostokatny.

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkgta ABC otrzymujemy:

|AB|? + |BC|? = |AC|?
4% + 72 = |AC)?
|AC| = V65
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Pole tréjkata ABC jest rowne %-4 -7 = 14. Pole czworokgta ABCD jestréwne 18, wiec

pole trojkata ACD jest rowne 4. Zatem:

“|AC|-h =4

V65 -h =4

8

V65

Poniewaz h jest wysokoscig trojkata prostokgtnego opuszczong na przeciwprostokatng,
wiec:

N = N =

h? = |AE| - |EC]|
8 2
(\/E) = x - (V65 — x)

64
xz—\/gx+£=0

2 64 65%2—16%> 49-81
A=(-VE5) —4-1 == —
7-9 7-9
xz\/E \/E ! Y xzﬁ-l_ﬁ: o4
2-1  \/és 2-1 N
Gdy x=%to |EC| =65 — x-%iwdwczas:
c? = h? +|EC|?
2 b4 o
65 65
c=28
oraz:
d?=h?>+x
d? = ﬁ+i
65 65
d=1

Gdy x =% to |EC| =V65 —x —% i wowczas:

¢? = h? + |EC|?
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_64+1
65 65

oraz.
d? = h? + x?
64 642
~ 6565
d=28

dZ

Otrzymalismy dwa czworokaty spetniajgce warunki zadania. Obwod L kazdego z nich jest
réwny

L=4+7+1+8=20

Zadanie 10. (0-4)

Wymaganie ogdéine Wymaganie szczegoétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy VII.R6) rozwigzuje réwnania
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | trygonometryczne.
nietypowych.

Zasady oceniania

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: %+ 2k oraz %ﬂ + 2nk, oraz

2?71 + 2wk, oraz _Z?n + 2mk, gdzie k € Z.
3 pkt — rozwigzanie réwnania sinx = % w zbiorze R, np.
X =%+2nk oraz x =%+2nk, gdzie k €Z
ALBO
, . . 1 .
— rozwigzanie rownania cosx = —» w zbiorze R, np.
X = z?n+ 2k oraz x = —2?”+ 2wk, gdzie k € Z.

2 pkt — przeksztatcenie rownania do postaci alternatywy dwoch elementarnych réwnan
. 1 1
trygonometrycznych: sinx = 5 lub cosx = —5-
1 pkt — zastosowanie wzoru na sinus podwojonego argumentu i zapisanie réwnania

o . 1
W postaci sinx + 2sinxcosx —cosx =5 .

0 pkt — rozwigzanie, w ktdorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przyktadowe petne rozwigzanie

Przeksztatcamy réwnanie sinx + sin(2x) — cosx = 5 rownowaznie, stosujgc wzor na

sinus podwojonego argumentu:

sinx + sin(2x) — cosx =

sinx + 2sinxcosx —cosx—==0

N, N -

1
sinx(1+2cosx)—z-(2cosx+1)=O
1
(sinx—z)(2cosx+1)=0
o1 _
sinx = cosx = -2

T 5 21 2T
X=g+27'[k \ X=Z+2Tl’k \ X=?+27Tk \ X=—?+2T[k

gdzie k € Z.

Zadanie 11. (0-5)

Wymagania ogélne Wymagania szczegoétowe
Ill. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. [11.R3) stosuje wzory Viete’a dla rownan
2. Dobieranie i tworzenie modeli kwadratowych;
matematycznych przy rozwigzywaniu [11.R5) analizuje réwnania i nieréwnosci
problemow praktycznych i teoretycznych. liniowe z parametrami oraz réwnania
3. Tworzenie pomocniczych obiektow i nierownoéci kwadratowe z parametrami
matematycznych na podstawie istniejgcych, | [...].
w celu przeprowadzenia argumentacji lub
rozwigzania problemu.

Zasady oceniania
Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech etapow.

Pierwszy etap polega na rozwigzaniu nieréwnosci A > 0. Za poprawne wykonanie tego
etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

1 pkt — poprawne rozwigzanie nieréownosci A > 0: m € (—o0,0) U (4, +0).

0 pkt — rozwigzanie, w ktdérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga.
Jezeli zdajgcy rozwigzuje warunek A > 0, to za te czes¢ rozwigzania otrzymuje O punktow.
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Drugi etap polega na wyznaczeniu tych wartosci parametru m, dla ktérych jest spetniony

warunek xi + x5 + 4 - x3 - x3 > 3. Za poprawne wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuje

3 punkty.

Podziat punktow za drugi etap rozwigzania:

3 pkt — rozwigzanie nierownosci z jedng niewiadomg m réwnowaznej warunkowi
xt+xy+4-x3-x3>3: me (—oo,—1] U [1, +).

2 pkt — zapisanie nierownosci z jedng niewiadomg m rownowaznej warunkowi
xf+x3+4-x3-x3 =3, np. [(—m)? —2m]? —2m? + 4m3 > 3.

1 pkt — przeksztatcenie nieréwnosci x{ + x5 + 4 - x3 - x3 > 3 do postaci pozwalajgcej na
bezposrednie zastosowanie wzoréw Viéte’a, np.
(O +x2)% = 2021 - %5]% = 2(x1 - x2)% + 4(xq - x5)° 2 3.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Trzeci etap polega na wyznaczeniu wszystkich wartosci parametru m, ktére spetniajg
jednoczesnie warunki A> 0 oraz x{ + x5 +4-x3 - x3 = 3: m € (—oo,—1] U (4, +»).
Za poprawne wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.
1 pkt — poprawne wyznaczenie wszystkich wartosci parametru m, ktére spetiajg
jednoczesnie warunki A > 0 oraz x{ + x5 +4-x3 - x3 > 3:
m € (—oo, —1] U (4, +0).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy w ktorym$ z etapdw |-l popetni btad, ktéry nie jest btedem rachunkowym,
to za Il etap otrzymuje 0 punktéw.

2. Jezeli zdajgcy w etapach I-Il nie popemni btedéw innych niz rachunkowe i otrzyma zbiory
rozwigzan, ktére nie sg roztgczne i zaden z nich nie jest zbiorem liczb rzeczywistych,

a nastepnie poprawnie wyznaczy czesc¢ wspolng zbiorow rozwigzan z etapéw I-ll, to za lll
etap otrzymuje 1 punkt; natomiast jezeli otrzyma zbiory rozwigzan, ktére sg roztgczne lub
€O najmniej jeden z nich jest zbiorem liczb rzeczywistych, to za Il etap otrzymuje

0 punktow.

3. Jezeli zdajgcy w |l etapie rozwigzania popetni btad — przyjmie, ze x; - x, = —m lub
X1 +x, =% % , to za Il etap moze otrzymac co najwyzej 2 punkty (1 punkt za
przeksztatcenie nieréwnosci x; + x5 + 4 - x3 - x3 > 3 do postaci pozwalajgcej na
bezposrednie zastosowanie wzoréw Viéte’'a oraz 1 punkt za konsekwentne rozwigzanie
nierownosci do konca), a za lll etap otrzymuje O punktéw.

4. Jezeli zdajgcy wprowadza dodatkowe zatozenie, ktére nie wynika z warunkow zadania
(np. x; + x5, > 0), to za cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 4 punkty (co
najwyzej 1 punkt za | etap i co najwyzej 3 punkty za Il etap).

5. Jezeli zdajgcy podczas przeksztatcania nieréwnosci xf + x5 + 4 - x5 - x3 > 3 do postaci
pozwalajgcej na zastosowanie wzoréw Viéte’a popetni btad, ktéry nie jest bledem
rachunkowym, ale otrzyma nieréwnosc, ktéra po poprawnym zastosowaniu wzorow
Viéte'a prowadzi do nieréwnosci wielomianowej stopnia czwartego, to za Il etap moze
otrzymacé co najwyzej 2 punkty (1 punkt za poprawne zastosowanie wzoréw Viéte’a oraz
1 punkt za konsekwentne rozwigzanie nieréwnosci do konca), a za lll etap otrzymuje
0 punktow.
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Przyktadowe petne rozwigzanie

Roéwnanie x? + mx + m = 0 ma doktadnie dwa rézne rozwigzania rzeczywiste tylko
wowczas, gdy wyrdznik A tréjmianu kwadratowego x2 + mx + m jest dodatni.
Rozwigzujemy warunek A > 0:

m?—4m >0
m(m—4)>0

Przeksztalcamy warunek x; + x5 + 4 - x3 - x5 > 3 do postaci pozwalajacej na
bezposrednie zastosowanie wzoréw Viéte’a i rozwigzujemy uzyskang nierownosc¢
Z niewiadomg m:

xt+xf+4-x3-x3>3
(2 +x3)2—2-xt-x3+4-x3-x3=3
[Oop + 2207 = 20 21 - x5]% = 2(x1 - x2)% +4(x; - x5)° = 3
[(-m)? —2m]? —2m? +4m3 >3
m*+2m?2—-3>0
m*—m?+3m?-3>0
(m?-=1)(m?*+3)=0
(m—1D(m+1)(mM?*+3)=0
m € (—oo,—1] U [1, +0)

Wyznaczamy wszystkie wartosci parametru m, ktore jednoczesnie spetniajg warunki A > 0
oraz xf +x3+4-x3-x3>3: me (—oo,—1]U (4, +).

Zadanie 12. (0-5)

Wymaganie ogéine Wymagania szczegoétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy X.2) postuguje sie pojeciem kata miedzy
rozwigzywaniu zadan, réwniez w sytuacjach | prostg a ptaszczyzng oraz pojeciem kata
nietypowych. dwusciennego miedzy potptaszczyznami.

X.R2) wyznacza przekroje szescianu
i ostrostupow prawidtowych oraz oblicza ich
pola, takze z wykorzystaniem trygonometrii.

Zasady oceniania
Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech etapow.
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Pierwszy etap polega na obliczeniu dtugosci krawedzi podstawy ostrostupa. Za poprawne
wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 2 punkty.

Podziat punktéw za pierwszy etap rozwigzania:

2 pkt — obliczenie dtugosci krawedzi podstawy: a = 6.

1 pkt — wyznaczenie wysokos$ci ostrostupa w zaleznosci od dtugosci krawedzi podstawy:

W3

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Drugi etap polega na wyznaczeniu dlugosci krotszej podstawy trapezu oraz wysokosci
trapezu w zaleznosci od dtugoséci krawedzi podstawy ostrostupa. Za poprawne wykonanie
tego etapu zdajgcy otrzymuje 2 punkty.

Podziat punktow za drugi etap rozwigzania:

2 pkt — wyznaczenie dtugosci krotszej podstawy trapezu oraz wysoko$ci trapezu

w zaleznosci od diugosci krawedzi podstawy ostrostupa: |MN| = a oraz
\PR| = a\/—
ALBO

— obliczenie dtugosci krotszej podstawy trapezu oraz wysokosci trapezu: |MN| = %
oraz |PR| = 6J—

1 pkt — wyznaczenie d’rugosci krotszej podstawy trapezu lub wysokoéci trapezu w zaleznosci

od diugosci krawedzi podstawy ostrostupa: |MN| = a lub |PR| = J—
ALBO

— obliczenie ditugosci krotszej podstawy trapezu lub wysokosci trapezu: |MN| = %
ub |PR| = 6f

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Trzeci etap polega na obliczeniu pola trapezu.
Za poprawne wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

63V3

1 pkt — obliczenie pola przekroju ostrostupa: 3

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przykladowe petne rozwigzanie

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

P — srodek odcinka KL,

Q — $rodek krawedzi CD,

R — $rodek odcinka MN,

a — dtugos¢ krawedzi podstawy ostrostupa ABCDS,
H — wysokos¢ ostrostupa ABCDS (zobacz rysunki).

Woéwczas |PQ| = 5a
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Trojkaty POQR i PQS sg prostokatne i majg katy ostre o miarach 30° i 60°. Zatem

korzystajgc z wkasnosci trojkata prostokatnego o katach ostrych 30° i 60° (lub z funkcji

1 a3

trygonometrycznych), otrzymujemy: |QR| = 7% |PR| = T3 |QS| = a, H=|PS| =

oraz |RS| = %a.

Poniewaz objeto$¢ ostrostupa jest rowna 36V3, wiec:

1 av3
§-a2-7=36\/§

a==6

Tréjkaty DCS i NMS sa podobne na mocy cechy kat-kat-kat, wiec stad:

INM| _|RS|

DC| T 1QS|
M| 3a
a a
VM| =2
2

Obliczamy pole Pg;yn przekroju KLMN:

9

1
P =5 (6+3)
KLMN = 5 ( +2

6V3  63V3
4 8
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Zadanie 13.1. (0-2)

Wymaganie ogoélne Wymagania szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze IX.1) [...] znajduje punkt wspdiny dwoch
kilkkuetapowych, podawanie argumentéw prostych [...];
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania, | IX.2) postuguje sie rownaniami prostych na
odrdznianie dowodu od przyktadu. ptaszczyznie [...].

Zasady oceniania

2 pkt — poprawne przeksztatcenia i przeprowadzenie petnego rozumowania.

1 pkt — wyznaczenie pierwszej wspoétrzednej x, punktu A oraz drugiej wspotrzednej yg

a—2
a

punktu B w zaleznosci od wspétczynnika kierunkowego a prostej AB: x4 =

oraz yg =2 —a.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzanie

Prosta AB przechodzi przez punkty B oraz K = (1,2) o roznych pierwszych
wspotrzednych, wiec rownanie tej prostej mozna zapisa¢ w postaci kierunkowej
y=alx—1)+2,czyli y=ax+(2—-a).

Poniewaz punkt B lezy na dodatniej potosi Oy, wiec B = (0,2 —a) i 2 —a > 0, czyli
a<?2.

Poniewaz punkt A lezy na dodatniej potosi Ox, wiec A = (a — 2,0) oraz 222> 0.
Wyznaczamy pole P trojkgta ABC:
P_l 4C| |BC|_1 |a—2 2 I_1 a— 2 @ )_—a2+4a—4
) “2' 1 a “4=3 Y=
To nalezato wykazac.
Zadanie 13.2. (0-4)
Wymaganie ogéine Wymagania szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy XIll.R4) oblicza pochodng funkcji potegowe;j
rozwigzywaniu zadan, réwniez w sytuacjach | o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza
nietypowych. pochodng, korzystajgc z twierdzen

0 pochodnej sumy, rdéznicy, iloczynu, ilorazu
[...];

XI1.R5) stosuje pochodng do badania
monotonicznosci funkcji;

XIll.R6) rozwigzuje zadania optymalizacyjne
z zastosowaniem pochodnej.
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Zasady oceniania

4 pkt — uzasadnienie, ze funkcja P przyjmuje warto$¢ najmniejszg dla a = —2 oraz
wyznaczenie rownania prostej zawierajgcej przeciwprostokatng AB tego z tréjkgtow,
ktéry ma najmniejsze pole, np. y = —2x + 4.
3 pkt — uzasadnienie (np. poprzez badanie monotonicznosci funkcji), ze funkcja P przyjmuje
wartos¢ najmniejszg dla a = —2
ALBO
—H 4+ _2
— przeksztatcenie nierownosci Zf(a) = (— %) . (—%) do postaci
(— %) + (— %) + 2 = 4 oraz zapisanie, ze réwnosc¢ zachodzi tylko wtedy, gdy liczby
. a 2 .
dodatnie (— 7) oraz (— a) sg rowne.
2 pkt — obliczenie miejsca zerowego pochodnej funkcji P: a = —2
ALBO

— obliczenie wartosci a, dla ktérej zachodzi rownosc¢ sredniej arytmetycznej
i geometrycznej liczb dodatnich (— %) oraz (— %): a=-2,
ALBO

—2)+ (_ Z) a 2
— przeksztatcenie nierownosci ~ 2\ 9 (— —) . (_E) do postaci

-9+ (Fe2zs

_ _ 3 (—2a+4)-2a—(—a? +4a—4)-2
1 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji P, np. P'(a) =

2a)°

ALBO
— zapisanie nieréwnosci miedzy srednig arytmetyczng a geometryczng liczb (— %)
a 2
2\, (_ 7) + (‘ a) a 2
oraz (=) 5= (-3) (-3)
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy wyznacza pochodng ilorazu jako iloraz pochodnych, to otrzymuje
0 punktoéw za cate rozwigzanie.

2. Jezeli z rozwigzania wynika, ze zdajgcy poprawnie stosuje wzor na pochodng ilorazu
funkcji oraz zdajgcy poprawnie wyznacza pochodne funkcji (—a? + 4a — 4) oraz 2a
i dalej popetnia btedy, otrzymujac pochodna, ktéra ma w przedziale (—oo,0) co najmniej
jedno miejsce zerowe, i konsekwentnie rozwigze zadanie do kornca, to moze otrzymac co
najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie (za miejsce/a zerowe pochodnej, za uzasadnienie
istnienia najmniejszej wartosci funkcji P, za wyznaczenie réwnania prostej AB tego
z trojkatow, ktdéry ma najmniejsze pole).
Jezeli z rozwigzania nie wynika, ze zdajgcy poprawnie stosuje wzor na pochodng ilorazu
funkgji lub zdajgcy btednie wyznacza pochodng funkcji (—a? + 4a — 4) lub 2a idalej
popetnia btedy, otrzymujgc pochodng, ktéra ma w przedziale (—o,0) co najmniej jedno
miejsce zerowe, i konsekwentnie rozwigze zadanie do konhca, to moze otrzymacé co
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najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie (za uzasadnienie istnienia najmniejszej wartosci
funkcji P oraz za wyznaczenie rownania prostej AB tego z tréjkatow, ktéry ma
najmniejsze pole).

3. Za poprawne uzasadnienie, ze rozwazana funkcja osigga wartos¢ najmniejszg dla
wyznaczonej wartosci a, przy ktérej pochodna sie zeruje, mozna uznaé sytuacje, gdy
zdajacy bada znak pochodnej
ORAZ:

— opisuje (stownie lub graficznie — np. przy uzyciu strzatek) monotonicznosc¢ funkcji P

LUB

— zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci a funkcja P ma minimum lokalne i jest to
jednoczesnie jej najmniejsza wartosg,

LUB

— zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci a funkcja P ma minimum lokalne i jest to
jedyne ekstremum tej funkciji,

LUB

— wyznaczy drugg pochodng funkcji P idla wyznaczonej wartosci a obliczy wartosc¢ tej
drugiej pochodnej oraz zapisze, ze funkcja P ma minimum lokalne i jest to jedyne
ekstremum tej funkcji.

Badanie znaku pochodnej zdajgcy moze opisa¢ w inny sposéb, np. szkicujgc wykres

funkgiji, ktéra w ten sam sposob jak pochodna zmienia znak, i zaznaczajgc na rysunku (np.

znakami ,+” i ,—") znak pochodne;j.

4. Jezeli zdajgcy przedstawi niepetne uzasadnienie, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty
za cate rozwigzanie (1 punkt za poprawne wyznaczenie pochodnej, 1 punkt za obliczenie
miejsca zerowego pochodnej, 1 punkt za wyznaczenie rownania prostej AB, dla ktorej
pole tréjkata ABC jest najmniejsze).

5. Jezeli zdajgcy nie uzasadnia istnienia najmniejszej wartosci funkcji, to moze otrzymacé co
najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie (1 punkt za poprawne wyznaczenie pochodnej,

1 punkt za obliczenie miejsca zerowego pochodnej).

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob |
: . : . —a? + 4a—4
Obliczamy argument, dla ktérego funkcja P okre$lona wzorem P(a) = — L dla
a < 0 osigga warto$¢ najmniejsza.
Wyznaczamy pochodng funkcji P:
(—2a+4)-2a—(—a*+4a—-4)-2
P'(a) =
(2a)?
—2a%*+8
P'(a) =
dla a < 0.
Obliczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji P:
P'(a) =0
—2a*+8=0
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a=2¢(—»,0) V a=-2€(—x,0)
Badamy znak pochodnej:
P'(a) <0
—2a*+8<0 A a<0
a € (—o0,—2)

wiec P'(a) <0 dla a € (—o,—2) oraz P'(a) >0 dla a € (-2,0).

Zatem funkcja P jest malejgca w przedziale (—oo,—2] irosnaca w przedziale [—2,0).
Stad funkcja P osigga wartos¢ najmniejszg dla a = —2. Wtedy prosta AB ma réwnanie
y=-2(x—1)+2,czyli y =—-2x+ 4.

Sposob
2
Zauwazmy, ze P(a) = —g—a + g—z - Zia = —% - % + 2. Poniewaz a < 0, wiec liczby (— g)

oraz (— %) sg dodatnie. Z nieréwnosci miedzy Srednimi arytmetyczng i geometryczng dla

liczb dodatnich (—%) oraz (—%) otrzymujemy:

a 2
(-2)+(-2) - (_g) , (_3)
2 o 2 a
a 2 > 2
2 a
a 2
—-—=———+22>4
2 a
P(a) = 4
przy czym rownosc zachodzi tylko dla tych a, dla ktorych —% = —% i jednoczesnie
a<0,t.daa=-2.
Zatem funkcja P osigga wartos¢ najmniejszg dla a = —2. Wtedy prosta AB ma réwnanie

y=-2(x—1)+2,czyli y =-2x+ 4.
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