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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2026 r.

ZADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. (0-1)

Wymagania okreslone w podstawie programowej’

Wymaganie ogolne Wymaganie szczegétowe
[I. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacii. 5.3R) rozpoznaje szeregi geometryczne
zbiezne i oblicza ich sumy.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
A

Zadanie 2. (0-1)

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegétowe
II. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacii. 11.5R) znajduje ekstrema funkgcji
wielomianowych i wymiernych.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
C

1 Rozporzadzenie Ministra Edukacji Narodowej z dnia 27 sierpnia 2012 r. w sprawie podstawy programowej
wychowania przedszkolnego oraz ksztatcenia ogdlnego w poszczegdlnych typach szkét (Dz.U. 2012 poz. 977).
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Zadanie 3. (0-1)

Zasady oceniania rozwigzan zadan

Wymaganie ogodlne

Wymaganie szczegoétowe

II. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

Zdajacy:

1.2R) stosuje w obliczeniach wzér na
logarytm potegi oraz wzor na zamiane
podstawy logarytmu.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
B

Zadanie 4. (0-1)

Wymaganie ogéine

Wymaganie szczegétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Zdajacy:
6.4) stosuje proste zaleznosci miedzy
funkcjami trygonometrycznymi:

. sina
sina + cos?a =1, tga = =—— oraz
cosa

sin(90° — a) = cos a.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
C

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2026 r.

ZADANIE OTWARTE (KODOWANE)

Zadanie 5. (0-2)

Wymaganie ogoélne

Wymaganie szczegétowe

[I. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

Zdajacy:

11.1R) oblicza granice funkcji (i granice
jednostronne), korzystajgc z twierdzen
0 dziataniach na granicach i z wkasnosci
funkgciji ciggtych.

Zasady oceniania

2 pkt — odpowiedz catkowicie poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
41218

ZADANIA OTWARTE (NIEKODOWANE)

Uwagi ogdlne:

1. Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki

zadania.

2. Jezeli zdajgcy popetni btedy rachunkowe, ktére na zadnym etapie rozwigzania nie
upraszczajg i nie zmieniajg danego zagadnienia, lecz stosuje poprawng metode
i konsekwentnie do popetnionych btedéw rachunkowych rozwigzuje zadanie, to moze
otrzymac co najwyzej (n — 1) punktéw (gdzie n jest maksymalng mozliwg do uzyskania

liczbg punktéw za dane zadanie).

Zadanie 6. (0-3)

Wymaganie ogéine

Wymaganie szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Zdajacy:

10.1R) wykorzystuje wzory na liczbe
permutacji, kombinacji, wariacji i wariacji
z powtdrzeniami do zliczania obiektow
w bardziej ztozonych sytuacjach
kombinatorycznych.

Zasady oceniania

3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 33 600.
2 pkt — wyznaczenie liczby wszystkich kodow spetniajgcych warunki zadania, np.

)¢ 543 ) ()543
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

1 pkt — wyznaczenie liczby wszystkich mozliwych ustawienh cyfry 4 oraz cyfry 8:
() oraz (§) (ub () oraz ()
ALBO
— wyznaczenie liczby wszystkich mozliwych ustawien cyfr nieparzystych: (g) +5-4-3.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzanie

Cyfre 2 umieszczamy na pierwszej pozycji kodu.

Sposréd osmiu dostepnych pozyciji w kodzie wybieramy trzy pozycje, na ktérych umiescimy
czworki. Liczba wszystkich takich wyboréw jest réwna ().

Po umieszczeniu czwérek w kodzie mamy pie¢ dostepnych pozycji. Sposrdod nich wybieramy
dwie, na ktorych umiescimy dsemki. Liczba wszystkich takich wyboréw jest rowna (;’)
Pozostaty jeszcze trzy nieobsadzone pozycje, na ktérych nalezy umiesci¢ trzy — parami
rézne — cyfry nieparzyste. Liczba wszystkich takich mozliwych obsadzen tych trzech pozyciji
jestréwna 5-4 - 3.

Korzystamy z reguty mnozenia i obliczamy liczbe wszystkich kodéw spetniajgcych warunki

zadania:
(8) (5) 5.4.3=0762% o 4 3_33600
3/ \2 ~1-2-3 1-2 B
Zadanie 7. (0-3)
Wymaganie ogéine Wymaganie szczegétowe
Il. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. 11.2R) oblicza pochodne funkcji
wymiernych.

Zasady oceniania

3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: a = 2.

2 pkt — zapisanie rownania z jedng niewiadomg a, np.
Ra?+1)a-1)—-(a®+a)-1 1

(a—1)? -2

(2ax + 1)(x— 1) — (ax? + x) - 1
(x—1)° |
0 pkt — rozwigzanie, w ktdorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

1 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji f, np. f'(x) =

Przykladowe petne rozwigzanie
Wyznaczamy pochodna funkcji f:

(Qax +1)(x—1)—(ax®* +x) -1  ax®—2ax—1
(x — 1)? - (x—1)?

f'e) =
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2026 r.

dla kazdego x # 1.

Stad i zwarunku f'(a) = —%a otrzymujemy:

a®—2a%® -1 1
W:—Ea A a+1

203 —4a>-2=—-ala—1)* A a=#1
3a3-6a’+a—-2=0 A a#l
3¢2(a—2)+(a—-2)=0 A a=#1
(Ba?+1D)(@-2)=0 A a=1

a=2
Zadanie 8. (0-3)
Wymaganie ogolne Wymaganie szczegétowe
V. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:

2.1) uzywa wzorow skroconego mnozenia
na (a + b)? oraz a? — b2.

Zasady oceniania

3 pkt — poprawne przeksztatcenia i przeprowadzenie petnego rozumowania.

2 pkt — przeksztatcenie nieréwnosci do postaci, z ktérej mozna bezposrednio wnioskowac
o prawdziwosci nieréwnosci, np. 0 < (x —y)? + (x — 1) + (y — 1)?

(dla sposaobu 1)
ALBO

— przeksztatcenie nieréwnosci do postaci uporzgdkowanej nieréwnosci kwadratowej ze
wzgledu na niewiadomg x (lub niewiadomg y) oraz wyznaczenie i przeprowadzenie
analizy znaku wyréznika odpowiedniego tréjmianu kwadratowego, np. poprzez
zapisanie wyrdznika w postaci, z ktérej mozna bezposrednio wnioskowaé o jego
znaku, lub poprzez naszkicowanie poprawnego wykresu tréjmianu —3y? + 6y — 3
(dla sposaobu I1),
ALBO

— przeksztatcenie nieréwnosci do postaci 0 < (x — 1)? — (x — D)(y— 1) + (y — 1)?
(dla sposobu III).

1 pkt — pomnozenie obu stron nieréwnosci przez 2 i przeksztatcenie nieréwnosci do postaci,
w ktérej wystepuje co najmniej jeden z nastepujgcych kwadratéw: (x — y)? lub
(x—1D%ub (y =12, np. (x—y)>+x%2+y?—2x—2y+ 2 =0 (dlasposobu I)
ALBO

— przeksztatcenie nierownosci do postaci uporzgdkowanej nieréwnosci kwadratowej ze
wzgledu na niewiadomg x (lub niewiadomg y) oraz wyznaczenie wyroznika
odpowiedniego tréjmianu kwadratowego, np. 0 < x> — (y + Dx + (y? =y + 1)
oraz A = —3y% + 6y — 3 (dla sposobu II),
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

ALBO
— przeksztatcenie nieréwnosci do postaci 0 < [(x — 1) - (y—DP?+ (x—1)(y - 1)
(dla sposaobu III).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzania
Sposob |
Przeksztatcamy nierownos¢ réwnowaznie i otrzymujemy:

xy+x+y<x*+y*+1
2xy + 2x + 2y < 2x% + 2y% + 2
0<x?—-2xy+y*+x>—-2x+1+y*-2y+1
0<(x—y)P+x-1D%+y—-1)>

Wszystkie sktadniki sumy (x —y)? + (x — 1)? + (y — 1)? sg nieujemne jako kwadraty
liczb rzeczywistych, wiec nieréwnosé 0 < (x — y)? + (x — 1)2 + (y — 1)? jest prawdziwa
dla kazdej liczby rzeczywistej x idla kazdej liczby rzeczywistej y. Zatem nierébwnosc
xy+x+y<x?+y?+1 jestrowniez prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x idla
kazdej liczby rzeczywistej y.

To nalezato wykazac.

Sposob Il
Przeksztatcamy nierownos¢ réwnowaznie i otrzymujemy:
xy+x+y<x*+y*+1
0<x*—(@+Dx+@*—-y+1)
Wyréznik A tréjmianu x? — (y + 1)x + (y?> —y + 1) zmiennej x jest rowny
A=@+1)?-4@*-y+1) =-3y*+6y—3=-3(y—1)°

Wyréznik jest niedodatni jako iloczyn liczby ujemnej i liczby nieujemnej (y — 1)2. Ponadto
wspotczynnik przy x? jest dodatni, wiec tréjmian x2 — (y + Dx + (y? — y + 1) przyjmuje
tylko warto$ci nieujemne. Zatem nieréwnos¢ 0 < x? — (y + Dx + (y?> —y + 1) jest
prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej y, wiec rowniez
nierdownos¢ xy + x +y < x? + y2 + 1 jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x

i dla kazdej liczby rzeczywistej y.

To nalezato wykazac.

Sposob Il
Przeksztatcamy nierownos¢ réwnowaznie i otrzymujemy:

xy+x+y<x*+y*+1
0<x?+y2-2xy+xy—x—y+1

0<(x—y)P+x(y-D--1

ECE)I;JVHI;?II\.NA Strona 7 z 31

EGZAMINACYJNA



Wiecej arkuszy znajdziesz na stronie: arkusze.pl

Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2026 r.

0<s(x-»+Ex-DE-1
0<[x-D-O-DP+Ex-D -1
0<(x-D*-2-DO-D+O-D*+(x-Dy -1
0<sGx-D'-Gx-DO-D+G-1D?
Te nierownos¢ mozemy rownowaznie zapisa¢ w postaci

0 <a?—ab+ b?
gdzie a = x —1 oraz b = y — 1. Zauwazmy teraz, ze a? —ab + b? = (a —%b) +Zb2'
Poniewaz kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemng, wiec (a - %b >0

2
oraz %bz = 0. Zatem suma (a — %b) + %bz jest nieujemna jako suma liczb
nieujemnych. To oznacza, ze nieréwnosé 0 < a? — ab + b? jest prawdziwa dla kazdej
liczby rzeczywistej a i kazdej liczby rzeczywistej b. Tym samym nieréwnos$é
xy+x+y<x?+y%+1 jestréwniez prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x idla
kazdej liczby rzeczywistej y. To nalezato wykazac.

Zadanie 9. (0-3)

Wymaganie ogdéine Wymaganie szczegétowe

V. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:

7.1R) stosuje twierdzenia charakteryzujgce
czworokaty wpisane w okrag i czworokaty
opisane na okregu.

Zasady oceniania (dla sposobu I)
3 pkt — poprawne przeksztatcenia i przeprowadzenie petnego rozumowania.
2 pkt — zapisanie, ze |4KAC| = |AKBC| oraz zapisanie wraz z uzasadnieniem, Ze na
czworokgcie DBLK mozna opisac okrag
ALBO
— zapisanie wraz z uzasadnieniem, ze na czworokgcie DBLK mozna opisa¢ okrag
oraz zapisanie wraz z uzasadnieniem, ze |4KBL| = |4KDL)|.
1 pkt — zapisanie, ze |4KAC| = |4KBC|
ALBO
— zapisanie wraz z uzasadnieniem, ze na czworokgcie DBLK mozna opisac¢ okrag.
0 pkt — rozwigzanie, w ktdorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zasady oceniania (dla sposobu II)

3 pkt — poprawne przeksztatcenia i przeprowadzenie petnego rozumowania.

2 pkt — zapisanie wraz z uzasadnieniem, ze na czworokgcie MDLC mozna opisac okrag
oraz zapisanie, ze |4CML| = |4CDL]|
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

ALBO
— zapisanie wraz z uzasadnieniem, ze na czworokgcie MAKC mozna opisac okrag
oraz zapisanie, ze |4CMK| = |4CAK]|,
ALBO
— zapisanie wraz z uzasadnieniem, ze na czworokgcie MDLC mozna opisa¢ okrag
oraz zapisanie wraz z uzasadnieniem, ze na czworokgcie MAKC mozna opisac
okrag.
1 pkt — zapisanie wraz z uzasadnieniem, ze na czworokgcie MDLC mozna opisa¢ okrag
ALBO
— zapisanie wraz z uzasadnieniem, ze na czworokgcie MAKC mozna opisac okrag.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzania

Sposoéb |

Poniewaz trojkgt ABC jest rownoramienny i CD jest osig symetrii tego tréjkata, wiec
|AKAC| = |AKBC| = |4KBLJ|.

Poniewaz |£KDB| = 90° oraz |4BLK| = 90°, wiec na czworokgcie DBLK mozna opisac
okrgg. W tym okregu katy wpisane KDL i KBL sg oparte na tym samym tuku, wiec majg
rowne miary. Zatem |£KAC| = |4KBL| = |3KDL)|.

To nalezato wykazac.

Sposob Il

Niech M bedzie punktem przeciecia prostej p z prosta AB. Oznaczmy a = |ABCD| oraz
p =|4CML|.

Trojkgt MCL jest prostokatny, wiec srodek okregu opisanego na tym trojkacie jest srodkiem
odcinka MC, a promien tego okregu jest rowny % |[MC|. Tréjkat MDC jest prostokatny,
wiec $rodek okregu opisanego na tym trojkgcie jest srodkiem odcinka MC, a promien tego
okregu jest rowny % - |[MC|. Zatem na czworokgcie MDLC mozna opisa¢ okrag. Oznaczmy

ten okrag przez ¢4 (zobacz rysunek).

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2026 r.

Katy LCD oraz LMD sa wpisane w okrag ¢4 ioparte natym samym fuku LD, wiec
|ALCD| = |4LMD| = a. Poniewaz trojkat ABC jest rownoramienny, wiec

|AKCA| = |4£DCA| = a. Zatem |4KCA| = |ALMD| = |AKMA|, a poniewaz punkty C oraz

M sg po tej samej stronie prostej AK, wiec na czworokgcie MAKC mozna opisac¢ okrag.
Oznaczmy ten okrag przez ¢, (zobacz rysunek).

Katy wpisane KMC oraz KAC sa oparte na tym samym tuku CK okregu o, wiec
|AKAC| = |AKMC| iwobec |AKMC| = |4LMC| mamy |4KAC| = p.

Katy wpisane CDL oraz LMC sg oparte na tym samym tuku CL okregu o4, wiec
|ACDL| = |4LMC| = B. Zatem |AKAC| = = |4CDL| = |4KDLJ|.

To nalezato wykazac.

Zadanie 10. (0-4)

Wymaganie ogéine Wymagania szczegoétowe
[ll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:
10.2R) oblicza prawdopodobiehstwo
warunkowe;

10.3R) korzysta z twierdzenia
o prawdopodobienstwie catkowitym.

Zasady oceniania (dla sposobu 1)

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 29

3 pkt — wyznaczenie prawdopodobienstw zdarzen A; N B oraz B, np. P(A; N B) = 09—2
1,16n
oraz P(B) = o 3ntan
ALBO
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

— zapisanie liczby bochenkéw chleba razowego dostarczonego przez piekarnie P; oraz
tacznej liczby bochenkow chleba razowego dostarczonego przez piekarnie
w zaleznosci od jednej zmiennej, np. 0,2n oraz 1,16n.
2 pkt — wyznaczenie prawdopodobienstwa zdarzenia A; N B, np.

0,2n
P(ANB) = sz v am
ALBO
. . . 1,16n
— wyznaczenie prawdopodobienstwa zdarzenia B, np. P(B) = ST an T+ AN

ALBO
— zapisanie liczby bochenkéw chleba dostarczonego przez poszczegdlne piekarnie

oraz liczby bochenkdw chleba razowego dostarczonego przez piekarnie P;
w zaleznosci od jednej zmiennej, np. 2n oraz 3n i 4n oraz 0,2n.

1 pkt — zapisanie liczby bochenkéw chleba dostarczonego przez poszczegdlne piekarnie
w zaleznosci od jednej zmiennej, np. 2n oraz 3n i 4n.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zasady oceniania (dla sposobu II)

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: % .

3 pkt — obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia B: P(B) = % :

2 pkt — zapisanie/obliczenie prawdopodobienstw zdarzen A, A, i A3z oraz

prawdopodobienstw P(B|A;), P(B|A;) i P(B|A3): P(4;) =% oraz P(4;) =%,

4 10 12
oraz P(A3) = g+ oraz P(B|A,) = To0 ® Oraz P(B|A,) = 100 * 08z
15
P(BlA3) = 157 -
1 pkt — zapisanie/obliczenie prawdopodobienstw zdarzen A;, A, i As: P(A;) =% oraz
P(A,) = % ,oraz P(A3) = g

ALBO
— zapisanie/obliczenie prawdopodobienstw P(B|A;), P(B|A,) i P(B|A5):

10 12 15
P(B|A;) = 155 0raz P(B|A4,) = 155, 0raz P(BIA3) = 155 -

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob |

Stosunek liczby bochenkdw chleba dostarczonego przez piekarnie P;, P, oraz P; do tego
supermarketu jest réwny — odpowiednio — 2 : 3 : 4, wiec liczby bochenkdéw chleba
dostarczonego do supermarketu przez piekarnie P;, P, oraz P; wynoszg — odpowiednio —
2n, 3n oraz 4n (przy pewnym n catkowitym dodatnim).

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

A, — zdarzenie polegajgce na tym, ze wybrany losowo chleb pochodzi z piekarni Py,

B — zdarzenie polegajgce na tym, ze wybrany losowo chleb jest razowy.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2026 r.

Z warunkow zadania wynika, ze liczba bochenkéw chleba razowego dostarczonego
z piekarni:

e P, jestrowna 0,1-2n=0,2n
e P, jestrowna 0,12 -3n = 0,36n
e P; jestréwna 0,15 - 4n = 0,6n.

Zatem fgczna liczba bochenkéw chleba razowego dostarczonego do supermarketu jest

rowna 0,2n + 0,36n + 0,6n = 1,16n.
1,16n 29 _ 0,2n 1

Dlatego P(B) = 5517, = 735 o8z PN B) = 7 = 75 -

Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia polegajgcego na tym, ze losowo wybrany chleb

pochodzi z piekarni P, jesli wiadomo, ze ten chleb jest razowy:

1
P(4NB) 7 5

P(B) _%_E

P(4,|B) =

Sposob |l

Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia:

A, — zdarzenie polegajgce na tym, ze losowo wybrany chleb pochodzi z piekarni P;,
A, — zdarzenie polegajgce na tym, ze losowo wybrany chleb pochodzi z piekarni P,
Az — zdarzenie polegajgce na tym, ze losowo wybrany chleb pochodzi z piekarni P,
B — zdarzenie polegajace na tym, ze losowo wybrany chleb jest razowy.

2 3 4 10
15

Poniewaz zdarzenia A;, A,, A3 sg paramirozigcznei A; U A, U A; = Q) oraz

prawdopodobienstwa tych zdarzen sg dodatnie, wiec mozemy obliczy¢ P(B), stosujgc wzoér
na prawdopodobienstwo catkowite:

12
100

P(B) = P(A;) - P(B|A;) + P(A;) - P(B|Ay) + P(43) - P(B|A3) =
2 10 +3 12 +4 15 116
9 100 9 100 9 100 900

Stosujemy wzor Bayesa i obliczamy prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany chleb
pochodzi z piekarni P; , jezeli wiadomo, ze ten chleb jest razowy:

2 10

P(A))-P(BlAY) 5°7o 5

P(A4|B) = P(B) = 116 :E
900
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 11. (0-4)

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegétowe
lll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:
5.3) stosuje wzor na n-ty wyraz [...] ciagu
arytmetycznego;
5.4) stosuje wzor na n-ty wyraz [...] ciagu
geometrycznego.

Zasady oceniania
4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: (x,y,z) = (1,3,9) oraz
(x,y,2) = (l 7 ﬂ)
I} y' - 9 ] 9 ) 9 .
3 pkt — obliczenie r: r =2 oraz r = % (dla sposobu 1)
ALBO

— zapisanie réwnania z jedng niewiadomg x (lub y, lub z), np.:
2
(5x+1) :x[z-(5x+1)+4—x],

2 2
8y + 21 8y + 21
= (-2 ) (22
2
ZZS+Z—4 z—175
> ==z -z (dla sposobu II),

ALBO

— obliczenie q (lub x): g =3 oraz q =7 (lub: x =% oraz x = 1)
(dla sposaobu III).

2 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg 7, np. 72 = 4(r? — 2r + 1)

(dla sposaobu 1)
ALBO

— zapisanie uktadu dwdch niezaleznych réwnan z dwiema niewiadomymi x, y (lub v,
z,lub z, x), np.:
y2=x(y+4—x) oraz (y—1)?2 =x(2y —x — 1),
y2=Qy—z+4)z oraz (y—1)2=QRy—z+4)(z-5),

— 4\2 _ 2
(x-l_z;‘}) = Xz oraz (%4 — 1) = x(z — 5) (dla sposobu II),
ALBO

— zapisanie réwnania z jedng niewiadomg g (lub x), np.
1 4
= dla sposobu 1).
-5 g1 0 )

1 pkt — zapisanie uktadu dwoch niezaleznych rownan z dwiema niewiadomymi (z ktérych
jedna jest ), np.
(x+r)=x(x+2r+4)oraz (x+r—1)2%=x(x+2r+4-5)
(dla sposobu 1)
ALBO
—wyznaczenie x w zaleznosciod r,np. x = 1% — 2r + 1 (dla sposobu 1),
ALBO
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2026 r.

— zapisanie uktadu trzech niezaleznych réwnan z trzema niewiadomymi x, y, z, np.:

y?=x-z oraz y = QHZLZ} oraz (y—1)2=x-(z—5) (dla sposobu II),

ALBO

— zapisanie réwnania z dwiema niewiadomymi x, y (lub y, z, lub z, x), np.
y2=xQ2y+4—x), y—1)2=QQ2y—2z+4)-(z—5) (dla sposobu II),
ALBO

— zapisanie uktadu dwdéch niezaleznych réwnan z dwiema niewiadomymi (z ktorych
jedna jest q), np.

x4+ xq* — 4

Xq=—"">5 """
ALBO

—wyznaczenie x w zaleznosciod q (lub g w zaleznosci od x), np.

oraz (xq —1)? = x - (xq? — 5) (dla sposobu IlI),

X = 5 (dla sposobu II).
(-1
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy przyjmuje, ze y = +/x - z, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate
rozwigzanie.

2. Jezeli zdajacy otrzyma wiecej niz dwa ciggi (x,y, z), wérdd ktoérych dwa sg wiasciwe:

(x,y,z) =(1,3,9) oraz (x,y,2) = (%,%,%) i nie odrzuci pozostatych ciggéw, to moze

otrzymac¢ co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.
3. Jezeli zdajgcy myli cigg geometryczny z arytmetycznym, to otrzymuje 0 punktoéw za cate
rozwigzanie.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob | (poprzez 1)

Niech r oznacza réznice ciggu arytmetycznego (x,y,z —4). Wéwczas y = x + r oraz
z = x + 2r + 4. Poniewaz ciag (x,y,z) jest geometryczny, wiec korzystamy z wtasnosci
ciggu geometrycznego i otrzymujemy:

(x+1r)2=x(x+2r+4)
X2 4 2xr + 1% = x?% + 2xr + 4x
r? = 4x

Poniewaz cigg (x,y — 1,z — 5) jest geometryczny, wiec korzystamy z wtasnosci ciggu
geometrycznego i otrzymujemy:

(x+r—1)2=x(x+2r+4-5)
(x+7r)2—=2-(x+7r)-1+1%2=x%+4+2xr —x
x2+2xr+1r2—2x—2r+1=x%+2xr —x

r’—2r+l1=x
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Stad z i zaleznosci 2 = 4x otrzymujemy:
r2=4(r?-2r+1)

0=3r*2—-8r+4

=2V ==
T r3

Gdy r=2,to x=1r2=-2r+1=1, y=x+r=3 oraz z=x+2r + 4 =0.
Poniewaz cigg (x,y,z) = (1,3,9) jest geometryczny, ciag (x,y,z—4) = (1,3,5) jest
arytmetyczny, acigg (x,y — 1,z —5) = (1,2,4) jest geometryczny, wiec trojka liczb
(x,y,z) = (1,3,9) spetnia warunki zadania.

Gdy r=%,to x=r2—2r+1=%, y=x+r=% oraz z=x+2r+4=%—9.
Poniewaz ciag (x,y,z) = (%,%,%) jest geometryczny, ciag (x,y,z —4) = (%,%,19—3)
jest arytmetyczny, acigg (x,y —1,z—15) = (%, —é,%) jest geometryczny, wiec trojka

liczb (x,y,z) = (%%%9) takze spetnia warunki zadania.

Ostatecznie rozwigzaniami zadania sg dwie trojki liczb: (x,y,z) = (1,3,9) oraz
17 49
@2 =(5.5.5)

Sposob la (poprzez 1)

Niech r oznacza réznice ciggu arytmetycznego (x,y,z — 4). Wéwczas x =y —r oraz
z =7y +r+ 4. Poniewaz ciag (x,y,z) jestgeometryczny, wiec korzystamy z wtasnosci
ciggu geometrycznego i otrzymujemy:

Y= -nNy+r+4)
y:i=y*—r*+4(@y—r)
r2+4r = 4y

Poniewaz cigg (x,y — 1,z —5) jest geometryczny, wiecciag (y —r,y—1,y+r—1)
jest geometryczny. Korzystamy z wtasnosci ciggu geometrycznego i otrzymujemy:

G-D?=@-nN+r-1)
y:i-2y+1l=y?—r?=(y—71)
r’—r+l1=y
Stad z i zaleznosci 12 + 4r = 4y otrzymujemy:
r2+4r=4(r?-r+1)

0=3r2—-8r+4

=2 VvV r==
r T3
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2026 r.

Gdy r=2,to y=r’ —r+1=3, x=y—-r=1oraz z=y+r+4=09.
Poniewaz cigg (x,y,z) = (1,3,9) jest geometryczny, ciag (x,y,z—4) = (1,3,5) jest
arytmetyczny, acigg (x,y — 1,z —5) = (1,2,4) jest geometryczny, wiec trojka liczb
(x,y,2z) = (1,3,9) spetnia warunki zadania.

2 " 7 1 49 o
Gdy r=z,t0y=r —r+1=§, x=y—r=g oraz z=y+r+4=?.Pon|ewaz

. 1 7 49\ . . 1 7 13\ .

ciag (x,y,z) = (5’5’?) jest geometryczny, ciag (x,y,z —4) = (5,5,?) jest
arytmetyczny, acigg (x,y —1,z—15) = (1

§:
(x,y,2z) = (%,%,%) takze spetnia warunki zadania.

- % g) jest geometryczny, wiec tréjka liczb

Ostatecznie rozwigzaniami zadania sg dwie tréjki liczb: (x,y,z) = (1,3,9) oraz

7.2 =(55%)

Sposob Il
Z wtasnosci ciggu geometrycznego otrzymujemy
y2=x-z
Z wiasnosci ciggu arytmetycznego i warunkéw zadania otrzymujemy

_xtz-— 4
Y=
Ciag (x,y —1,z—5) jest geometryczny, wiec

(-1 =x-(z-5)
Stad i ze zwigzku y? = x - z otrzymujemy:

(y—1)?%=xz—-5x

y?—2y+1=y?—-5x

_5x+1
Y=
, . x+z—4 5x + .
Poniewaz y = ———— oraz y = ——, wiec:
x+z—4 Sx+1
22
z=4x+5
Ze zwigzkow y* =x - z, y=5x2+1 oraz z = 4x + 5 otrzymujemy:
5x + 1\2
( > ):x(4x+5)

25x% +10x + 1 = 16x? + 20x
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

9x%2 —10x+1=0

Dla x =1 otrzymujemy y =3 i z =9. Wéwczas ciag (x,y,z) = (1,3,9) jest

geometryczny, cigg (x,v,z—4) = (1,3,5) jest arytmetyczny, a ciag
(x,y—1,z—5) = (1,2,4) jest geometryczny.
To oznacza, ze trdjka liczb (x,y,z) = (1,3,9) spetnia warunki zadania.

1 : 7 . 49 . (17 49
Dla x = 9 otrzymujemy y = glz=75- Wéwczas ciag (x,y,z) = (5,5,?)
geometryczny, ciag (x,vy,z —4) = (%,%,%) jest arytmetyczny, a ciag
(x,y—1,z—-5) = (%, —%,g) jest geometryczny.

Zatem tréjka liczb (x,y,z) = (%g%) takze spetnia warunki zadania.

Ostatecznie rozwigzaniami zadania sg dwie trojki liczb: (x,y,z) = (1,3,9) oraz

2.2 = (5:5.%5)

Sposob Il (poprzez q)

jest

Niech g oznacza iloraz ciggu geometrycznego (x,y,z). Wéwczas y = xq oraz z = xq>.
Poniewaz cigg (x,y,z —4) jest arytmetyczny, wiec korzystamy z wtasnosci ciggu

arytmetycznego i otrzymujemy:

_x+xq®—4
xq = >
2xq = x +xq* — 4
4=x(q*-2q+1)
Dla ¢ = 1 réwnanie 4 = x(q? — 2q + 1) jest sprzeczne, wiec
_ 4
(g —1)?

Poniewaz (x,y — 1,z —5) jest geometryczny, wiec:

(xg —1)* =x - (xq* = 5)

x%q? —2xq +1 = x?q% — 5x

X AN g#1l

1=(2q—-5x
Dla q = % réwnanie 1 = (2q — 5)x jest sprzeczne, wiec

15
173

Zatem g # 1 i q;t% oraz:

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2026 r.

1 4
2¢ -5 (q—1)?

(q—1)?*=4(2q - 5)
g>—10g+21=0

q=3 VvV q=7

Gdy q =3,to (x,y,2) = (1,3,9). Poniewaz cigg (x,y,z) = (1,3,9) jest geometryczny,
ciag (x,y,z—4) =(1,3,5) jestarytmetyczny, acigg (x,y —1,z—5) = (1,2,4) jest
geometryczny, wiec trojka liczb (x,y,z) = (1,3,9) spetnia warunki zadania.

Gdy g =7,t0 (x,y,2) = (%g%) Poniewaz cigg (x,y,z) = (%%%) jest
geometryczny, ciag (x,y,z —4) = (%g%) jest arytmetyczny, a cigg

1 2 4 . o (17 49
(x,y—1,z—-5) = (5’_5’5) jest geometryczny, wiec tréjka liczb (x,y,z) = (5’5’7)

takze spetnia warunki zadania.

Ostatecznie rozwigzaniami zadania sg dwie tréjki liczb: (x,y,z) = (1,3,9) oraz

2.2 = (5:5.%5)

Zadanie 12. (0-4)

Wymaganie ogdéine Wymaganie szczegétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:
7.1R) stosuje twierdzenia charakteryzujgce
czworokaty wpisane w okrag i czworokaty

opisane na okregu.

Zasady oceniania
4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 20.

3 pkt — zapisanie rownania z jedng niewiadomg (dtugoscia jednej z przyprostokatnych
2

tréjkata ACD), np. ¢2 + (%) = 65

ALBO
— zapisanie réwnania (c + d)? = 81,
ALBO
— obliczenie dtugosci odcinkéw AE oraz EC (dlajednego przypadku): \/% i %

2 pkt — zapisanie uktadu réwnan niezaleznych z dwiema niewiadomymi ¢ i d, np. %cd =4

2
oraz c? +d? = (v/65)" (dla sposobu I)
ALBO
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

— zapisanie rownania z jedng niewiadomg (dtugoscig odcinka AE lub EC), np.

8
\/ﬁi—x = ‘/T (dla sposobu I1).
V65

1 pkt — obliczenie pola tréjkgta ACD i zapisanie, ze tréjkgt ACD jest prostokagtny (lub
dokonanie zapisow, z ktérych wynika, ze zdajgcy traktuje ten trojkat jako

prostokatny), np. P4cp = 4 oraz %cd =4,
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga.

Jezeli zdajgcy uzyska tylko jeden czworokgt ABCD spetniajgcy warunki zadania i nie
skomentuje, ze drugi czworokat spetniajgcy warunki zadania rozni sie tylko permutacjg
dtugosci bokéw AD i CD, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob |

Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia: ¢ = |CD| oraz d = |AD|.

Poniewaz czworokgt ABCD jest wpisany w okrag i odcinki AB oraz CD sg prostopadte,
wiec trojkat ABC jest prostokatny, a odcinek AC jest srednicg tego okregu. Wobec tego
trojkat ACD réwniez jest prostokatny.

Pole tréjkata ABC jest rowne %-4-7 = 14. Pole czworokgta ABCD jest rowne 18, wiec

pole trojkata ACD jest rowne 4. Zatem
! d=14%
24

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatow ABC i ACD otrzymujemy:
CENTRALNA

KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2026 r.

|AB|? + |BC|? = |AC|?* = |CD|? + |AD|?
42 + 7% = c? + d?
Stad i z zaleznosci %cd = 4 otrzymujemy dalej:
c?+d?=65
c*+2cd+d*=65+4-4
(c+d)? =81
c+d=9

gdyz ¢ i d to liczby dodatnie.

Wyznaczajgc z tego rownania d = 9 — ¢ i wstawiajgc do réwnania %cd = 4, otrzymujemy:

! 9 =4
¢ —c) =

0=c*—-9c+8
c=1 v c¢c=8

Gdy c=1,t0 d = 8.

Gdy c =8,t0 d = 1.

Otrzymalismy dwa czworokaty spetniajgce warunki zadania. Obwod L kazdego z nich jest
réwny

L=4+7+1+8=20

Sposob 1l

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

¢ — dtugosé odcinka CD,

d — dlugos¢ odcinka AD,

E — punkt przeciecia prostej AC z prostg do niej prostopadta i przechodzacg przez punkt D,
h — wysokos¢ trojkgta ACD opuszczona z wierzchotka D,

x — dtugos¢ odcinka AE (zobacz rysunek).
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Poniewaz czworokat ABCD jest wpisany w okrag i odcinki AB oraz CD sa prostopadte,
wiec trojkat ABC jest prostokatny, a odcinek AC jest $rednicg tego okregu. Wobec tego
trojkat ACD réwniez jest prostokatny.

Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata ABC otrzymujemy:

|AB|? + |BC|* = |AC|?

42 + 72 = |AC|?
|AC| = V65

Pole trojkata ABC jest réwne %'4~7 = 14. Pole czworokata ABCD jest rbwne 18, wiec

pole trojkata ACD jest rowne 4. Zatem:

l-|AC|-h=4

2

1

E-x/ﬁ-h:z}
I
V65

Poniewaz h jest wysokoscig trojkgta prostokgtnego opuszczong na przeciwprostokatna,
wiec:

h? = |AE| - |EC]|
8 2
—) =x-(Vv65—x
() == W&S-2)
KOMISIA Strona 21 7 31
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2026 r.

64
2 _ R
X \/65x+65—0

64 652 — 162 49 - 81

A=(-Ve ) Al s T 65
79 7-9
x=‘\/6 _\/ﬁ 1 V65+\/ﬁ_ 64,

X = =
2-1 \/ﬁ 2-1 \/65

Gdy x=% to |[EC| = V65 x—% i woéwczas:
2 =h?%+|EC|?
, 64, 64
c
65 65
c=28
oraz:
d>=h?>+x
o 6,1
65 65
d=1
Gdy x—% to |[EC| = V65 x—% i wowczas:
2=h%2+|EC|?
2_64_|_ 1
¢ T%57 65
c=1
oraz:
d?> =h® +x
64 64>
dZ
65 65
d=28

Otrzymalismy dwa czworokaty spetniajgce warunki zadania. Obwod L kazdego z nich jest
réwny

L=4+7+1+8=20
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Zadanie 13. (0-4)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:
6.6R) rozwigzuje rownania i nierdwnosci

trygonometryczne [...].

Zasady oceniania

m L

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: gt 2nk oraz 6 T 2mk, oraz
Z?H + 2wk, oraz _2?71 + 2wk, gdzie k € Z.
3 pkt — rozwigzanie rownania sinx = % w zbiorze R, np.
X =%+2nk oraz x =%+2nk, gdzie k € Z
ALBO
. L, . 1 .
— rozwigzanie rownania cosx = —5 w zbiorze R, np.
X = z?ﬂ+ 2k oraz x = —2?”+ 2wk, gdzie k € Z.

2 pkt — przeksztatcenie réwnania do postaci alternatywy dwoch elementarnych rownan

. 1 1
trygonometrycznych: sinx = 5 lub cosx = —5-
1 pkt — zastosowanie wzoru na sinus podwojonego argumentu i zapisanie rownania

.. . 1
w postaci sinx + 2 sinx cos x — cos x =5

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzanie

Przeksztatcamy réwnanie sinx + sin(2x) — cosx = 7 rownowaznie, stosujgc wzor na

sinus podwojonego argumentu:

sinx + sin(2x) — cosx =

N, N -

sinx + 2sinxcosx —cosx —==0

1
sinx(1+2cosx)—z-(2cosx+1) =0

1
(sinx—i) (2cosx+1)=0

1
sin x > COS X >
T 5w 27 21T
x=—+4+2nk V x=—+2wk V x=—+2tk V x=-——+271k
6 6 3 3
gdzie k € Z.
KOMISIA Strona 237 31

EGZAMINACYJNA



Wiecej arkuszy znajdziesz na stronie: arkusze.pl

Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2026 r.

Zadanie 14. (0-5)

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegétowe

lll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:
3.1R) stosuje wzory Viéte'a;
3.2R) rozwigzuje rownania i nierbwnosci

liniowe i kwadratowe z parametrem.

Zasady oceniania
Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech etapéw.

Pierwszy etap polega na rozwigzaniu nieréwnosci A > 0. Za poprawne wykonanie tego
etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

1 pkt — poprawne rozwigzanie nieréownosci A > 0: m € (—o0,0) U (4, +0).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga.
Jezeli zdajgcy rozwigzuje warunek A = 0, to za te czes¢ rozwigzania otrzymuje O punktow.

Drugi etap polega na wyznaczeniu tych wartosci parametru m, dla ktérych jest spetniony

warunek xi + x5 + 4 - x3 - x3 > 3. Za poprawne wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuje

3 punkty.

Podziat punktéw za drugi etap rozwigzania:

3 pkt — rozwigzanie nieréwnosci z jedng niewiadomg m réwnowaznej warunkowi
xf+x3+4-x3 x3 >3 me (—o0,—1] U [1, +»).

2 pkt — zapisanie nierownosci z jedng niewiadomg m rownowaznej warunkowi
xt+xy+4-x3-x3 >3, np. [(—m)? —2m]? —2m? + 4m3 > 3.

1 pkt — przeksztatcenie nieréwnosci xf + x5 + 4 - xf . xg = 3 do postaci pozwalajgcej na
bezposrednie zastosowanie wzoréw Viéte’a, np.
[Oep +x2)% = 2021 - x5]% = 2(xq - %)% + 4(xq - x5)° 2 3.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Trzeci etap polega na wyznaczeniu wszystkich wartosci parametru m, ktére spetniaja
jednoczesnie warunki A> 0 oraz xf + x5 +4-x3 - x3 = 3: m € (—o,—1] U (4, +).
Za poprawne wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.
1 pkt — poprawne wyznaczenie wszystkich wartosci parametru m, ktére spetniajg
jednoczesnie warunki A > 0 oraz xf + x5 +4-x3-x3 > 3:
m € (—oo,—1] U (4, +0).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy w ktoryms z etapdw |-l popetni btad, ktéry nie jest btedem rachunkowym,
to za Ill etap otrzymuje 0 punktow.

2. Jezeli zdajgcy w etapach |-l nie popemni btedéw innych niz rachunkowe i otrzyma zbiory
rozwigzan, ktore nie sg roztgczne i zaden z nich nie jest zbiorem liczb rzeczywistych,
a nastepnie poprawnie wyznaczy czes$¢ wspolng zbiorow rozwigzan z etapéw I-ll, to za 11l
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etap otrzymuje 1 punkt; natomiast jezeli otrzyma zbiory rozwigzan, ktore sg roztgczne lub
co najmniej jeden z nich jest zbiorem liczb rzeczywistych, to za Il etap otrzymuje
0 punktow.

3. Jezeli zdajgcy w |l etapie rozwigzania popetni btad — przyjmie, ze x; - x, = —m lub

X1 +x, =% % , to za Il etap moze otrzymac co najwyzej 2 punkty (1 punkt za

przeksztatcenie nieréwnosci x; + x5 + 4 - x5 - x3 > 3 do postaci pozwalajgcej na
bezposrednie zastosowanie wzoréw Viéte’a oraz 1 punkt za konsekwentne rozwigzanie
nierownosci do konca), a za lll etap otrzymuje O punktow.

4. Jezeli zdajacy wprowadza dodatkowe zatozenie, ktére nie wynika z warunkéw zadania
(np. x; + x, > 0), to za cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 4 punkty (co
najwyzej 1 punkt za | etap i co najwyzej 3 punkty za Il etap).

5. Jezeli zdajgcy podczas przeksztatcania nieréwnosci xi + x5 + 4 - x3 - x5 > 3 do postaci
pozwalajgcej na zastosowanie wzordw Viéte’a popetni btad, ktory nie jest btedem
rachunkowym, ale otrzyma nieréwnosc, ktéra po poprawnym zastosowaniu wzorow
Viéete’a prowadzi do nieréwnosci wielomianowej stopnia czwartego, to za Il etap moze
otrzymacé co najwyzej 2 punkty (1 punkt za poprawne zastosowanie wzoréw Viéte’a oraz
1 punkt za konsekwentne rozwigzanie nierownosci do kohca), a za lll etap otrzymuje
0 punktow.

Przyktadowe pelne rozwigzanie

Réwnanie x? + mx + m = 0 ma doktadnie dwa rézne rozwigzania rzeczywiste tylko
woéwczas, gdy wyréznik A tréjmianu kwadratowego x? + mx + m jest dodatni.
Rozwigzujemy warunek A > 0:

m?2—4m>0
mm—4)>0
m € (—o0,0) U (4, +0)

Przeksztalcamy warunek x;i + x5 + 4 - x3 - x3 > 3 do postaci pozwalajgcej na
bezposrednie zastosowanie wzoréw Viéte’a i rozwigzujemy uzyskang nieréwnosé
Z niewiadomg m:

xt+xg+4-x3-x3>3
(2 +x3)2—2-xt-x3+4-x3-x3=3
[ +22)% =220 - %)% — 201 - x5)% + 4(x1 - %)% 2 3
[(—m)? — 2m]? = 2m? + 4m3 > 3
m*+2m?2—-3>0
m*—m?+3m?2-3>0
(m?-1)(m?*+3)=>0
(m—1D(m+1)(mM?*+3)=0
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m € (—o,—1] U [1, +0)

Wyznaczamy wszystkie wartosci parametru m,

ktore jednoczesnie spetniajg warunki A > 0

oraz x{ +x3 +4-x3 - x3 >3 me (—o,—1] U (4, +).

Zadanie 15. (0-5)

Wymaganie ogodlne

Wymagania szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Zdajacy:

9.1) rozpoznaje w graniastostupach

i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np.
krawedziami, krawedziami i przekatnymi,
itp.), oblicza miary tych katow;

9.4) rozpoznaje w graniastostupach

i ostrostupach katy miedzy scianami;

9.6) stosuje trygonometrie do obliczen
dtugosci odcinkéw, miar katow, pol
powierzchni i objetosci.

9.2R) okresla, jaka figurg jest dany przekroj
graniastostupa lub ostrostupa ptaszczyzna.

Zasady oceniania

Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech etapdw.

Pierwszy etap polega na obliczeniu dtugosci krawedzi podstawy ostrostupa. Za poprawne
wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 2 punkty.

Podziat punktow za pierwszy etap rozwigzania:
2 pkt — obliczenie dtugoséci krawedzi podstawy:

a=~6.

1 pkt — wyznaczenie wysokos$ci ostrostupa w zaleznosci od dtugosci krawedzi podstawy:

av3

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Drugi etap polega na wyznaczeniu diugosci krotszej podstawy trapezu oraz wysokosci
trapezu w zaleznosci od diugosci krawedzi podstawy ostrostupa. Za poprawne wykonanie

tego etapu zdajgcy otrzymuje 2 punkty.
Podziat punktéw za drugi etap rozwigzania:

2 pkt — wyznaczenie dtugosci krotszej podstawy trapezu oraz wysokosci trapezu

w zaleznosci od dtugosci krawedzi podstawy ostrostupa: |[MN| = %a oraz

PR| = &3

4
ALBO

— obliczenie dtugosci krotszej podstawy trapezu oraz wysokosci trapezu: |[MN| = ZT

oraz |PR| = %g
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1 pkt — wyznaczenie dtugosci krétszej podstawy trapezu lub wysokosci trapezu w zaleznosci

od dtugosci krawedzi podstawy ostrostupa: |MN| = %a lub |PR| = %@
ALBO

— obliczenie dtugosci krotszej podstawy trapezu lub wysokosci trapezu: |MN| = %
lub |PR| = %g.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Trzeci etap polega na obliczeniu pola trapezu.
Za poprawne wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

63v3

1 pkt — obliczenie pola przekroju ostrostupa: g

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzanie

Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia:

P — $rodek odcinka KL,

Q — $rodek krawedzi CD,

R — $rodek odcinka MN,

a — dlugos¢ krawedzi podstawy ostrostupa ABCDS,
H — wysokos$¢ ostrostupa ABCDS (zobacz rysunki).

Woéwczas |PQ| = %a.

Trojkaty PQR i PQS sa prostokatne i majg katy ostre o miarach 30° i 60°. Zatem
korzystajac z wtasnosci trojkata prostokgtnego o katach ostrych 30° i 60° (lub z funkcji

CENTRALNA
KOMISJA
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. 1 av3 av3
trygonometrycznych), otrzymujemy: |QR| = 7% |PR| = at |QS| = a, H = |PS| = %—
3
oraz |RS| = 74

Poniewaz objeto$¢ ostrostupa jest rowna 36V3, wiec:

1 a3
§-a2-7=36\/§

a==6

Trojkaty DCS i NMS sg podobne na mocy cechy kat-kat-kat, wiec stad:

INM| _|RS|
IDC| QS|
INM| -a
a  a

9

INM| =3

Obliczamy pole Pg;yn przekroju KLMN:

p 1 <6+9) 6\/§_63\/§
Zadanie 16. (0-6)
Wymaganie ogéine Wymaganie szczegoétowe
[ll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:

11.6R) stosuje pochodne do rozwigzywania
zagadnien optymalizacyjnych.

Zasady oceniania

Czes¢ a)

2 pkt — poprawne przeksztatcenia i przeprowadzenie petnego rozumowania.

1 pkt — wyznaczenie pierwszej wspétrzednej x, punktu A oraz drugiej wspotrzednej yg

a—2
a

punktu B w zalezno$ci od wspétczynnika kierunkowego a prostej AB: x4 =

oraz ygp = 2 —a.
0 pkt — rozwigzanie, w ktdorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Czesé b)

4 pkt — uzasadnienie, ze funkcja P przyjmuje warto$¢ najmniejszg dla a = —2 oraz
wyznaczenie rownania prostej zawierajgcej przeciwprostokatng AB tego z trojkgtow,
ktéry ma najmniejsze pole, np. y = —2x + 4.
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3 pkt — uzasadnienie (np. poprzez badanie monotonicznosci funkcji), ze funkcja P przyjmuje

wartos¢ najmniejszg dla a = —2
ALBO
a 2
L, = _7)+(_a) a 2 .

— przeksztatcenie nierownosci — = (— f) . (_E) do postaci
(— %) + (— %) + 2 = 4 oraz zapisanie, ze réwnosc zachodzi tylko wtedy, gdy liczby
dodatnie (— %) oraz (— é) sg rowne.

2 pkt — obliczenie miejsca zerowego pochodnej funkcji P: a = —2

ALBO
— obliczenie wartosci a, dla ktorej zachodzi rownosc¢ sredniej arytmetycznej

i geometrycznej liczb dodatnich (— %) oraz (— %): a=-2,
ALBO

C . a 2 .
— przeksztatcenie nierownosci — = (— i) . (_E) do postaci

-9+ (Fe2zs

. . . , (—2a+4)-2a—(—a2+4a_4).2
1 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji P, np. P'(a) =

2a)*

ALBO

— zapisanie nierownosci miedzy srednig arytmetyczng a geometryczng liczb (— %)

oraz (~2): 9+ (a). 9 (D)

a 2 - 2 a
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi do czesci b):

1. Jezeli zdajgcy wyznacza pochodng ilorazu jako iloraz pochodnych, to otrzymuje
0 punktoéw za cate rozwigzanie.

2. Jezeli z rozwigzania wynika, ze zdajgcy poprawnie stosuje wzor na pochodng ilorazu
funkcji oraz zdajgcy poprawnie wyznacza pochodne funkcji (—a? + 4a — 4) oraz 2a
i dalej popetnia btedy, otrzymujgc pochodng, ktéra ma w przedziale (—o0,0) co najmniej
jedno miejsce zerowe, i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze otrzymac co
najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie (za miejsce/a zerowe pochodnej, za uzasadnienie
istnienia najmniejszej wartosci funkcji P, za wyznaczenie réwnania prostej AB tego
z trojkatow, ktoéry ma najmniejsze pole).
Jezeli z rozwigzania nie wynika, ze zdajgcy poprawnie stosuje wzor na pochodng ilorazu
funkgji lub zdajgcy btednie wyznacza pochodng funkcji (—a? + 4a — 4) lub 2a idalej
popetnia btedy, otrzymujgc pochodng, ktéra ma w przedziale (—o,0) co najmniej jedno
miejsce zerowe, i konsekwentnie rozwigze zadanie do konhca, to moze otrzymacé co
najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie (za uzasadnienie istnienia najmniejszej wartosci
funkcji P oraz za wyznaczenie rownania prostej AB tego z trojkatow, ktory ma
najmniejsze pole).

3. Za poprawne uzasadnienie, ze rozwazana funkcja osigga warto$¢ najmniejszg dla
wyznaczonej wartosci a, przy ktérej pochodna sie zeruje, mozna uznaé sytuacje, gdy
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zdajgcy bada znak pochodnej

ORAZ:

— opisuje (stownie lub graficznie — np. przy uzyciu strzatek) monotonicznosc funkcji P

LUB

— zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci a funkcja P ma minimum lokalne i jest to
jednoczesnie jej najmniejsza wartosé,

LUB

— zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci a funkcja P ma minimum lokalne i jest to
jedyne ekstremum tej funkciji,

LUB

— wyznaczy drugg pochodng funkcji P idla wyznaczonej wartosci a obliczy wartosc¢ tej
drugiej pochodnej oraz zapisze, ze funkcja P ma minimum lokalne i jest to jedyne
ekstremum tej funkciji.

Badanie znaku pochodnej zdajgcy moze opisa¢ w inny sposéb, np. szkicujgc wykres

funkcji, ktéra w ten sam sposob jak pochodna zmienia znak, i zaznaczajgc na rysunku (np.

znakami ,+” i ,—”) znak pochodnej.

4. Jezeli zdajgcy przedstawi niepetne uzasadnienie, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty
za cate rozwigzanie (1 punkt za poprawne wyznaczenie pochodnej, 1 punkt za obliczenie
miejsca zerowego pochodnej, 1 punkt za wyznaczenie rownania prostej AB, dla ktorej
pole trojkata ABC jest najmniejsze).

5. Jezeli zdajgcy nie uzasadnia istnienia najmniejszej wartosci funkcji, to moze otrzymacé co
najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie (1 punkt za poprawne wyznaczenie pochodnej,

1 punkt za obliczenie miejsca zerowego pochodnej).

Przyktadowe petne rozwigzania

a)

Prosta AB przechodzi przez punkty B oraz K = (1,2) o réznych pierwszych
wspétrzednych, wiec rownanie tej prostej mozna zapisa¢ w postaci kierunkowe;j
y=alx—1)+2,czyli y=ax+ (2—a).

Poniewaz punkt B lezy na dodatniej potosi Oy, wiec B = (0,2 —a) i 2 —a > 0, czyli
a<?2.

Poniewaz punkt A lezy na dodatniej pdtosi Ox, wiec A = (a — 2,0) oraz £=2 5 0.
Wyznaczamy pole P tréjkata ABC:
p ] 4C| |BC|_1 |a—2 2 |_1 a— 2 @ )_—a2+4a—4
~2 2 a =3 Y=

To nalezato wykazac.
b)
Sposoéb |

. . . . —a?+4a—4
Obliczamy argument, dla ktorego funkcja P okreslona wzorem P(a) = B Fra— dla

a < 0 osigga warto$¢ najmniejsza.
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Wyznaczamy pochodng funkcji P:
(—2a+4) -2a—(—a*+4a—-4)-2

P'(a) =

(2a)?
—2a*+8
PO =—Gar
dla a < 0.
Obliczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji P:
P'(a) =0
—2a*+8=0

a=2¢(—»,0) V a=-2€(—x,0)
Badamy znak pochodnej:
P'(a) <0
—2a*+8<0 A a<0
a € (—o0,—2)

wiec P'(a) <0 dla a € (—o,—2) oraz P'(a) >0 dla a € (-2,0).

Zatem funkcja P jest malejgca w przedziale (—oo, —2] irosngca w przedziale [—2,0).
Stad funkcja P osigga wartos¢ najmniejszg dla a = —2. Wtedy prosta AB ma réwnanie
y=-2(x—-1)+2,czyli y=—-2x+4.

Sposob Il

2
a 4a 4 a 2 . . S a
—%+%—E——§—E+Z.Pomewaz a < 0, wiec liczby (_i)

oraz (— %) sg dodatnie. Z nieréwnosci miedzy srednimi arytmetyczng i geometryczng dla

Zauwazmy, ze P(a) =

liczb dodatnich (—%) oraz (—%) otrzymujemy:

> =
a 2 2
2 a
a 2
—=——+22>4
2 a
P(a) = 4
przy czym rowno$¢ zachodzi tylko dla tych a, dla ktérych —% = —% i jednoczesnie
a<0,t.da a=-2.
Zatem funkcja P osigga wartos¢ najmniejszg dla a = —2. Wtedy prosta AB ma réwnanie
y=-2(x—-1)+2,czyli y =—-2x+ 4.
ﬁf,’,‘vf,';j‘,t”“ Strona 31z 31

EGZAMINACYJNA





