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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2026 r.

ZADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. (0-1)

Wymagania okreslone w podstawie programowej!

Wymaganie ogoélne Wymaganie szczegétowe
[I. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentaciji. 11.3R) korzysta z geometrycznej i fizycznej
interpretacji pochodnej.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
B

Zadanie 2. (0-1)

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegétowe
II. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. 5.3R) rozpoznaje szeregi geometryczne
zbiezne i oblicza ich sumy.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
A

Zadanie 3. (0-1)

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegétowe
II. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. 3.8R) rozwigzuje proste nieréwnosci
wymierne [...].

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

1 Rozporzadzenie Ministra Edukacji Narodowej z dnia 27 sierpnia 2012 r. w sprawie podstawy programowej
wychowania przedszkolnego oraz ksztatcenia ogdlnego w poszczegdlnych typach szkét (Dz.U. 2012 poz. 977).
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Rozwigzanie
B

Zadanie 4. (0-1)

Zasady oceniania rozwigzan zadan

Wymaganie ogéine

Wymaganie szczegoétowe

II. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

Zdajacy:

1.2R) stosuje w obliczeniach wzér na
logarytm potegi oraz wzér na zamiane
podstawy logarytmu.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
A

ZADANIE OTWARTE (KODOWANE)

Zadanie 5. (0-2)

Wymaganie ogéine

Wymaganie szczegétowe

II. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

Zdajacy:
5.1R) wyznacza wyrazy ciggu okreslonego
wzorem rekurencyjnym.

Zasady oceniania
2 pkt — odpowiedz catkowicie poprawna.

0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
8128

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2026 r.

ZADANIA OTWARTE (NIEKODOWANE)

Uwagi ogélne:

1. Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki
zadania.

2. Jezeli zdajgcy popetni bledy rachunkowe, ktére na zadnym etapie rozwigzania nie
upraszczajg i nie zmieniajg danego zagadnienia, lecz stosuje poprawng metode
i konsekwentnie do popetnionych btedéw rachunkowych rozwigzuje zadanie, to moze
otrzymac co najwyzej (n — 1) punktéw (gdzie n jest maksymalng mozliwg do uzyskania
liczbg punktow za dane zadanie).

Zadanie 6. (0-3)

Wymaganie ogdéine Wymaganie szczegoétowe

lll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:

10.3) oblicza prawdopodobienstwa

w prostych sytuacjach, stosujgc klasyczng
definicje prawdopodobienstwa.

Zasady oceniania

3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: % .
2 pkt — wyznaczenie liczby wszystkich zdarzen elementarnych oraz wyznaczenie liczby
wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A, np.
|| = 8! oraz |A| =2 -6
1 pkt — wyznaczenie liczby wszystkich zdarzen elementarnych, np. |Q| = 8!
ALBO
— zapisanie, ze trzecim i széstym wyrazem ciggu, ktéry jest zdarzeniem elementarnym

sprzyjajacym zdarzeniu A, musi by¢ liczba podzielna przez 3,

ALBO
— wyznaczenie liczby wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A,
np. |Al =26

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy zapisze, ze trzecim i széstym wyrazem ciggu, ktéry jest zdarzeniem
elementarnym sprzyjajgcym zdarzeniu A, musi by¢ liczba podzielna przez 3, ale —
obliczajgc liczbe zdarzen sprzyjajgcych zdarzeniu A — zapisze |A| = 6! (lub
|A| = 2 -2 - 6!) oraz rozwigze zadanie konsekwentnie do konca, to moze otrzymaé
2 punkty.

2. Jezeli zdajgcy zapisze |Q] = (2) (lub |Q] = 8-7) bez stosownego komentarza i na tym
zakonczy, to otrzymuje 0 punktow.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Przykladowe petne rozwigzanie
Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie permutacje zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8}. Jest to
model klasyczny. Niech () oznacza zbior wszystkich zdarzen elementarnych. Wéwczas
|Q| = 8!.
lloczyn trzech liczb catkowitych jest podzielny przez 3, gdy co najmniej jedna z tych liczb jest
podzielna przez 3. Wobec tego, aby iloczyn trzech kolejnych wyrazéw ciggu byt liczbg
podzielng przez 3, to jeden z tych trzech wyrazéw musi by¢ liczbg podzielng przez 3.
W zbiorze {1,2,3,4,5,6,7,8} sa doktadnie dwie liczby podzielne przez 3: 3 oraz 6.
Niech ciag (aq,a,, as, a4, as,as, a;, ag) bedzie zdarzeniem elementarnym, ktére sprzyja
zdarzeniu A. W tym ciggu liczbowym znajdujg sie doktadnie dwie liczby podzielne przez 3:
3 oraz 6. Zatem jedna z tych liczb znajduje sie wéréd wyrazoéw a4, a,, az (gdyziloczyn
a, - a, - az jest podzielny przez 3), a druga z nich znajduje sie wsrod wyrazéw ag, a;, ag
(gdyziloczyn ag - a; - ag jest podzielny przez 3), wiec wyrazy a, oraz as hie sg
podzielne przez 3. Stad iz tego, zeiloczyny as - a4 - as oraz a, - as - ag Sg podzielne
przez 3, wynika, ze wyrazy az oraz a, muszg by¢ podzielne przez 3, tj.
{a3' aﬁ} = {3, 6}
Jezeli zdarzenie elementarne jest ciggiem, w ktdérym trzecim i széstym wyrazem sg liczby 3
oraz 6, toiloczyn kazdych trzech kolejnych wyrazoéw takiego ciggu jest liczbg podzielng
przez 3. Zatem takie zdarzenie elementarne sprzyja zdarzeniu A.
Dlatego zdarzeniu A sprzyjajg jedynie zdarzenia elementarne bedgce ciggami, ktérych
trzecim oraz szostym wyrazem sg liczby 3 oraz 6. Liczba wszystkich takich ciggow jest
rowna |A| =2-6!.
Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A:

Al 2-6! 1

P(A) =—=— = —
(4) Q] 8! 28
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2026 r.

Zadanie 7. (0-3)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe

V. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
2.1R) uzywa wzordéw skréoconego mnozenia

na (a +b)3 oraz a3 + b3.

Zasady oceniania
3 pkt — poprawne przeksztatcenia i przeprowadzenie petnego rozumowania, {j.:

e przeksztatcenie nieréwnosci = L +% 2 + y do postaci (x —y)? >0 (lub do
(x=y)*
postaci xz—;]z = 0) i zapisanie, ze kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest
nieujemny
ALBO

e przeksztatcenie nieréwnosci %+ % < % lz do postaci (x +y)(x —y)? >0
2
(lub do postaci (ct 322(;2_ Y) = 0) oraz uzasadnienie, ze dla liczb dodatnich

2
x,y nierownos¢ (x + y)(x —y)? = 0 (lub nieréwnosé (x+ }22(;62_ Y) > 0)

jest prawdziwa,
ALBO
e obliczenie miejsca zerowego pochodnej funkcji f oraz uzasadnienie, ze funkcja

f osiaga warto$¢ najmniejszg dla x = y iobliczenie f(y).

2 pkt — przeksztatcenie nieréwnosci % + % < }% + xlz do postaci x? — 2xy + y?2 >0 (lub

X% — 2xy + y?
d taci —————2>10
0 postaci 22 =0)

ALBO

<X+ dopostaci (x +y)(x—y)2 =0 (lub

— przeksztatcenie nieréwnosci 1 + 1 _2
X y y

2
do postaci (x+3;)2(;62 Y) = 0),
ALBO
— obliczenie miejsca zerowego pochodnej funkcji f: x = y.
1 pkt — przeksztatcenie nieréwnosci do postaci W (x,y) = 0 (lub do postaci
W(xy)
2.2

22y > 0), gdzie W jest wielomianem zmiennych x oraz y, np.:

3 4 v3 _ gv2 — o2
X3 +y3 —xy?—x2y >0, x> +y3 —xy(x+y) =0, % ty xz;%l XY >0
ALBO

(x + ) (x? —xy+y2) S Xty
x2y? xy '

— przeksztatcenie nierownosci do postaci

ALBO
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Zasady oceniania rozwigzan zadan
X 1 1 . . -
— + Y-z zmiennej dodatniej x z parametrem
yZ 2 Xy

X
0 . hodnei tei funkci a1 2y 1
y > 0 oraz wyznaczenie pochodne;j tej funkciji, np. f'(x) =z a3t

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

— rozwazenie funkcji f(x) =

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy sprawdza prawdziwo$¢ nieréwnosci jedynie dla wybranych wartosci x i y,
to otrzymuje 0 punktoéw za cate rozwigzanie.

2. Jezeli zdajgcy przeksztatci nieréwno$é do postaci (x2 — y?)(x — y) = 0, a nastepnie
uzasadni prawdziwo$¢ tej nierébwnosci w przypadku, gdy x > y oraz w przypadku, gdy
x <y, apominie przypadek x = y, to otrzymuje 2 punkty.

Przyktadowe pelne rozwigzania
Sposob | (suma szescianow)
Z zatozenia x > 0 oraz y > 0, wiec x2y? > 0. Mnozymy obie strony nieréwnosci

l_{_% 2 + y przez x*y? iotrzymujemy

xy? +yx?<x3+y3
Stosujemy wzér na sume szescianéw oraz kwadrat réznicy i dostajemy:
xy(x+y) < (x+9)(x* —xy +y?)
0<(x+y)(x?-2xy+y?)

0<(x+y(x—y)?

Poniewaz (x + y) jest dodatnie jako suma dwoch liczb dodatnich x oraz y, a ponadto
(x — y)? jest nieujemne jako kwadrat liczby rzeczywistej (x — y), wiec (x + y)(x — y)?
jest nieujemne jako iloczyn liczby dodatniej i nieujemnej. Zatem nieréwnos$c¢

0 < (x+y)(x—1y)? jest prawdziwa dla kazdej liczby dodatniej x i dla kazdej liczby
dodatniej y. To oznacza, ze dla kazdej liczby dodatniej x i kazdej liczby dodatniej y

nierébwnosé 1 +% 2 + y jest réwniez prawdziwa.

To nalezato wykazac.

Sposob Il (grupowanie)
Z zatozenia x > 0 oraz y > 0, wiec x2y? > 0. Mnozymy obie strony nieréwnosci
1 1

" + ; yZ + 2 > przez x y oraz stosujemy wzdr na réznice kwadratdw i otrzymujemy
kolejno:
xy? +yx? < x3+y3
0<x3—xy?+y3—yx?
0 <x(x*—y?) +y(y? —x?)
ECE)I;JVHI;?II\.NA Strona 7 z 55
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2026 r.

0<(x—y)(x?*=y?)
0<(x-»*(x+y)

Poniewaz (x + y) jest dodatnie jako suma dwoch liczb dodatnich x oraz y, a ponadto
(x — ¥)? jest nieujemne jako kwadrat liczby rzeczywistej (x — y), wiec (x + y)(x — y)?
jest nieujemne jako iloczyn liczby dodatniej i nieujemnej. Zatem nieréwnosé

0 < (x+y)(x—1y)? jest prawdziwa dla kazdej liczby dodatniej x i dla kazdej liczby
dodatniej y. To oznacza, ze dla kazdej liczby dodatniej x ikazdej liczby dodatniej y
nierownosc¢ % + 1 < iz + lz jest rowniez prawdziwa.

y oy X

To nalezato wykazac.

Sposob 11l
Z zatozenia wynika, ze x # 0 i y # 0, wiec przeksztatcamy rownowaznie nierownosé
1 1

X + y < }% + xl , rozszerzajgc odpowiednie utamki i stosujgc wzor na réznice kwadratow:

x y 1 1
0SS+ -=—=

y* x*2 x y
X3 y3 yzx x2y

x3+y3 —y2x — x%y

x2y2

- x(x? —y?) + y(y* — x?)

0 nyZ

0 < (x —y)(x* —y?)
- nyZ

) Gty
- x2y2

Poniewaz:

e (x+y) jestdodatnie jako suma dwdch liczb dodatnich x oraz y
e (x—1vy)? jest nieujemne jako kwadrat liczby rzeczywistej (x — y)
e x2y? jest dodatnie jako iloczyn kwadratéw liczb dodatnich x oraz y,

2
(x y)z (;C +) jest nieujemne jako iloraz liczby nieujemnej (x — y)?(x + y) iliczby

wiec

2
dodatniej x2y?. Zatem nieréwno$¢ 0 < (* 3;)2;;6 ) jest prawdziwa dla kazdej liczby
dodatniej x idla kazdej liczby dodatniej y. To oznacza, ze dla kazdej liczby dodatniej x

i kazdej liczby dodatniej y nierownos¢ %—i—% < % + 3—2 jest rowniez prawdziwa.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

To nalezato wykazac.

Sposob IV (badanie funkcji)
Rozwazmy funkcje f(x) = }% + xlz — %—% zmiennej dodatniej x z parametrem y > 0.

Wyznaczamy pochodng funkcji f:

, 1 2y 1
frx) = X + )
, x3 = 2y3 + xy?
) = X3 — 3 4 xy? — y3
x3y2
vy =+ xy +y3) +y%(x - y)
f (x) - x3y2
1y = ENE + xy +2y7)
x3y2

Poniewaz x > 0 oraz y > 0, wiec x* + xy + 2y? > 0 i x3y? > 0. Zatem:

e f'(x)=0 tylkodla x =y
e f'(x) >0 wprzedziale (y,+)
e f'(x) <0 wprzedziale (0,y).

Stad funkcja f jest malejgca w przedziale (0,y] ijest rosngca w przedziale [y, +o0).
Zatem funkcja f osigga warto$¢ najmniejszg dla x = y. Poniewaz

.y y 1 1 .
f(y)—)?+}7—§—§—0,wu§c
X y
A T AR — )
y2+x2 x yo
czyli
1 1 X
—+—S—+l

dla kazdej liczby dodatniej x i dla kazdej liczby dodatniej y.
To nalezato wykazac.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2026 r.

Zadanie 8. (0-3)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe

V. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:

7.4R) rozpoznaje figury podobne

i jednoktadne; wykorzystuje (takze

w kontekstach praktycznych) ich wtasnosci.

Zasady oceniania
3 pkt — poprawne przeksztatcenia i przeprowadzenie petnego rozumowania.
2 pkt — uzasadnienie, ze odcinki AL i DK sg prostopadte (lub AL i KM sa réwnolegte)
i przedstawienie kompletnego rozumowania prowadzgcego do wyznaczenia
poprawnego réwnania z niewiadomg |PQ| oraz zapisanie tego rownania
ALBO
— przyjecie bez uzasadnienia, ze odcinki AL i DK sag prostopadte (lub AL i KM sg
réwnolegte) oraz przeprowadzenie petnego rozumowania przy tym zatozeniu

V5

i otrzymanie tezy |PQ| = < a,
ALBO
. , . 4 2
— obliczenie wspotrzednych punktu Q: Q = (§ a, ga).
1 pkt — uzasadnienie, ze odcinki AL i DK sg prostopadte (lub AL i KM sa réwnolegte)

ALBO
— obliczenie dtugosci boku KM trojkgta DKM i dtugosci jednego z pozostatych
dwdch bokow tego trojkgta: |[KM| = {Tga, |DK| = \/ga, |[DM| = %a,
ALBO
— obliczenie dtugosci jednego z odcinkéw AP, DP lub PK: |AP| = \/%a,
2 1
DP| =—=a, |PK| =—=a,
|DP| =° IPK| = - =
ALBO
: : . 2 1
— obliczenie wspotrzednych punktu P: P = <§ a, ga),
ALBO

— uzasadnienie, ze tréjkaty EKD i MKD s3a przystajgce.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy przyjmie btedne zatozenie (np. ze miara kagta AKD jest rébwna 60°)ina
tym opiera swoje rozumowanie, to otrzymuje 0 punktéw.

2. Jezeli zdajacy uzasadni, ze odcinki AL i DK sa prostopadte (lub AL i KM sa
rownolegte), a w dalszej czesci rozwigzania popetni tylko jeden btad rachunkowy, ale
zrealizuje w pelni strategie rozwigzania zadania, otrzymujgc réwnanie z jedng niewiadomag
|PQ|, to otrzymuje 2 punkty za cate rozwigzanie.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Przykladowe petne rozwigzania

Sposob |

Oznaczmy miare kata ADK przez a.Wtedy |£DKA| = 90° — a.

Poniewaz |DA| = |AB| = a, |AK| = |BL| =% i katy DAK oraz ABL sg proste, wiec

tréjkgty DAK i ABL sg przystajace (cecha bkb). Zatem |ABAL| = |4ADK| = a oraz
|4ALB| = |ADKA| = 90° — .

D C

a 1
Ea

a Q L

P M

a
A . K B
24 2 ¢

Stad wynika, ze miary kagtéw ostrych tréjkgta APK sg réwne miarom odpowiednich katow
ostrych trojkatow DAK i ABL. To oznacza, ze tréjkat APK jest prostokgtny i podobny do
trojkatow DAK oraz DPA, wiec

|AD| _ 4P| _|DP| _
|AK|  |PK| |AP|

Stad |DP|=2:|AP| =2-(2-|PK]|) = 4" |PK|.
Kat DKM jest prostyi |£#KDM| = |APDQ|, wiec trojkaty prostokatne DKM oraz DPQ sa
podobne, a skala podobienstwa jest rowna

IDK| _|DP|+ |PK| _5-|PK| 5

IDP| |DP|  4-|PK| 4

Zatem |PQ| = % |[KM|, a poniewaz trojkgt KBM jest podobny do tréjkata ABL w skali

1: 2, wiec

1 1 1 a2 /5

= — = — —_ — 2 — — —
[KM| == -|ALl == IDK| = |a +(2) 7

i tym samym

Pl =4k = £ 5205

=3 5 4475 ¢
To nalezato wykazac.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2026 r.

Sposob 1l
Niech x = |AP| oraz a = |4ADK|. Wtedy |ADKA| = 90° — a.

Poniewaz |DA| = |AB| = a, |AK| = |BL| =% i katy DAK oraz ABL sg proste, wiec
trojkgty DAK i ABL sg przystajgce (cecha bkb). Zatem |ABAL| = |£ADK| = a oraz
|4ALB| = |4£DKA| = 90° — a.

D C
a 1
Ea
a 0 L
P M
X
(24
A 1 K 1 B
2% 2%
Katy DAP oraz ALB sa naprzemianlegte i AD || BC, wiec |4£DAP| = |4ALB| = 90° — a.
Zatem trojkgt DPA jest prostokatny i podobny do tréjkata DAK. Stad {ggi :ﬁllzll czyli
AD
IDP| = :AK: |AP| = 2.+ |AP| = 2x.

Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkgta DAP otrzymujemy:
|AP|?> + |DP|?> = |AD|?

x?+ (2x)? = a?

X =—
V5
Poniewaz kat DPA jest prosty, wiec AL || KM. Zatem trojkaty prostokatne DKM i DPQ

oraz ADK i BKM sg podobne. Skala podobienstwa trojkatéw ADK i BKM jest rowna
14D|
|BK|
trojkgta DAK, wiec jest rowniez podobny do trojkgta DPA. Zatem |£KDM| = |4ADP| = a.
Wobec tego trojkaty prostokatne DPA i DPQ sa przystajgce (cecha kbk). Stad

= 2, wiec |DK| =2 -|KM|. Stad z kolei wynika, ze trojkgt DKM jest podobny do

|PQI = |AP| =

To nalezato wykazac.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Sposob I
Niech x = |AP| oraz a = |4ADK|. Wtedy |ADKA| = 90° — a.

Poniewaz |DA| = |AB| = a, |AK| = |BL| =% i katy DAK oraz ABL sg proste, wiec
trojkgty DAK i ABL sg przystajgce (cecha bkb). Zatem |ABAL| = |£ADK| = a oraz
|4ALB| = |4£DKA| = 90° — a.

D C
a 1
Ea
a 0 L
P M
X
(24
A 1 K 1 B
2% 2%
Katy DAP oraz ALB sa naprzemianlegte i AD || BC, wiec |4£DAP| = |4ALB| = 90° — a.
Zatem trojkgt DPA jest prostokatny i podobny do tréjkata DAK. Stad {ggi :ﬁllzll czyli
AD
IDP| = :AK: |AP| = 2.+ |AP| = 2x.

Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trojkgta DAP otrzymujemy:
|AP|? + |DP|* = |AD|?

x?+ (2x)? = a?

X =—
V5

Poniewaz kgt DPA jest prosty, wiec AL || KM. To oznacza, ze |4BKM| = |ABAL|, wiec

trojkaty prostokatne ADK i BKM sq podobne, a skala ich podobienstwa jest rowna

|AD| _ _ _1
15x| = 2- Stad IMB| =7 |AK| = a oraz |LM| = |BL| — [MB| = za

Poniewaz AD |l BC, wiec katy naprzemianleg’re ADQ i QML majg réwne miary. Z tej
samej przyczyny katy naprzemianlegte QAD i QLM majg rébwne miary. Zatem trojkaty

AQD i LQM sg podobne, a skala ich podobiehAstwa jest rowna % = — = 4. Stad

—lkl»—k

1 5
ILQI =7 (IAP|+|PQ|)—— <ga+IPQI>

Ale |LQ| + |AP| +|PQ| = |AL| = Ea wiec
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1 (V5 V5 V5
Z-<?a+IPQI>+?a+IPQ|=?a
VS 5 Y5
gty lrel=ga

V5
POl =—a

To nalezato wykazac.

Sposob IV
Oznaczmy przez E punkt przeciecia prostych AD i KM. Niech x = |AP| oraz

a = |4ADK|. Wtedy |4DKA| =90° — a.

Poniewaz |AK| = |BK| =% ikaty KAE oraz KBM sa proste, akaty AKE i BKM majg

rowne miary (gdyz sg to katy wierzchotkowe), wiec tréjkaty AKE i BKM sg przystajgce
(cecha kbk). Stagd mamy |EK| = |[KM|, wiec tréjkaty prostokgtne DKE i DKM sg
przystajgce (cecha bkb). Wobec tego |£KDM| = |AKDE| = a.

Poniewaz |DA| = |AB| = a, |AK| = |BL| =% i katy DAK oraz ABL sg proste, wiec

trojkaty DAK i ABL sg przystajace. Zatem |ABAL| = |4AADK| = a oraz
|AALB| = |4DKA| = 90° — a.

D C
aa 1
Ea
a Q L
P M
X
a
A K B
—a
AE 2

Katy DAP oraz ALB sa naprzemianlegte i AD || BC, wiec |4£DAP| = |4ALB| = 90° — «,
czylikat DPA jest prosty. Stad EM || AL, co oznacza, ze trojkaty APD i QPD sa
przystajgce (cecha kbk) i wobec tego |PQ| = |AP| = x.

Trojkaty DPA i DAK maja katy o miarach «, 90° — a i 90°, wiec sg podobne (cecha
kkk). Dlatego % _ % czyli |DP| = %. |AP| = 2 - |AP| = 2x.

Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trojkata DAP otrzymujemy:

Strona 14 z 55



Wiecej arkuszy znajdziesz na stronie: arkusze.pl

Zasady oceniania rozwigzan zadan

|AP|2 + |DP|? = |AD|?

x? + (2x)? = a?

X =

|G @l

|PQ| =

a
To nalezato wykazac.
Sposob V (analitycznie)

Umieszczamy kwadrat ABCD w kartezjanskim ukfadzie wspdtrzednych (x,y) tak, zeby
A=1(0,0),B=(a0),C=(aa),D=(0a) (zobacz rysunek).

y A
D C
a
1
> a
0 L
P M
A B o
1 K 1 a x
2 2
) (1 _ 1
Wowczas K = (E a, O) oraz L = (a,ia).
Wyznaczamy réwnanie prostej DK:
0—a
y=7 (x—=0)+a
-_— a —
2
y=-2x+a
Wyznaczamy réwnanie prostej AL:
%a -0
y= a—0
1
y= Zx
ﬁg’ﬁ;gf)\' NA Strona 15 z 55
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2026 r.

Wyznaczamy wspotrzedne punktu P:

-x=-2x+a
2
x=za
12 1
Y=2'5% 75"

Zatem P = (éa, %a).

Prosta KM jest prostopadta do prostej DK, wiec wspotczynnik kierunkowy w réwnaniu

prostej KM jest rowny % . Zatem prosta KM ma réwnanie y = %(x - %a). Stad druga
; . . 1 1y 1 . _ 1

wspétrzedna punktu M jest rowna E(a - Ea) =z czyli M = (a, Za).

Wyznaczamy réwnanie prostej DM:

y=——-x+a

Obliczamy wspoétrzedne punktu @, korzystajgc z rownan prostych AL i DM:

1 3
Ex=—2x+a

4

x=§a
1 4 2
y=3'52759

Zatem Q = (ga, %a).
Obliczamy dtugo$¢ odcinka PQ:

PO| = (4 2)2+(2 1)2_ 5 _\/g
= \sa—35¢ 59759 T 25475 ¢

To nalezato wykazac.
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Zadanie 9. (0-4)

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegétowe

[ll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:

5.3) stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume
n poczatkowych wyrazoéw ciggu
arytmetycznego;

5.4) stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume
n poczatkowych wyrazow ciggu
geometrycznego.

Zasady oceniania
4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: (—1 026 168).
3 pkt — obliczenie liczby n wyrazéw ciggu arytmetycznego: n = 1014.
2 pkt — rozwigzanie rownania z jedng niewiadomg r: r =0 oraz r = —2
ALBO
— obliczenie réznicy ciggu arytmetycznego (a,) spetniajacej warunki zadania:
r=-2,
ALBO
— rozwigzanie réwnania z jedng niewiadomg q: q = 1 oraz q = 3,
ALBO
— obliczenie ilorazu ciggu geometrycznego (a,,as;,ay) spetniajgcego warunki
zadania: q = 3,

ALBO

— obliczenie/zapisanie, ze ciag (a,,as;,as) nie jest staty i rozwigzanie réwnania
z jedng niewiadomg a,: a, = —1,
ALBO

— zapisanie rownania z jedng niewiadomg n, np.

—2026\2 —2026 —2026
(1+z. ):(1+ )(1+5. )
n—1 n—1 n—1

1 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg r, np. (1 + 2r)? = (1 +r)(1 + 57)

ALBO

— zapisanie réwnania z jedng niewiadomg ¢, np. 3¢ —3 = q? — q,
ALBO

— zapisanie rownania z jedng niewiadomg a, , np. a, = 1 + 2a, (dla sposobu llI),
ALBO

— wyznaczenie réznicy ciggu (a,) w zaleznosci od liczby n wyrazéw ciggu

arytmetycznego (a,): v = _7128216 .

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy myli ciag arytmetyczny z ciggiem geometrycznym, to otrzymuje 0 punktéw
za cate rozwigzanie.

2. Jezeli zdajgcy stosuje btedny wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego, to moze otrzymac
Co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.
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3. Jezeli zdajgcy popetni bledy rachunkowe i otrzyma wartosé n, ktéra nie jest liczbg
naturalng, to moze otrzymaé 2 punkty za cate rozwigzanie (traktujemy to jak obliczenie
liczby wyrazéw ciagu arytmetycznego z btedem rachunkowym). Zdajgcy nie otrzymuje
punktu za obliczenie sumy wyrazéw ciggu arytmetycznego.

4. a) Jezeli zdajacy przyjmie, ze r = —2 i sprawdzi rachunkiem, ze ta wartos¢ spetnia
warunki zadania, ale nie uzasadni, ze jest to jedyna wartos¢ r spetniajgca warunki
zadania, to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie (za obliczenie n
oraz za obliczenie sumy).

b) Jezeli zdajgcy przyjmie bez uzasadnienia, ze r = —2 i na tym opiera swoje
rozwigzanie, to otrzymuje 0 punktéw.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob |

Niech r oznacza roznice ciggu arytmetycznego (a,). Ze wzoru na n-ty wyraz ciggu
arytmetycznego i wikasnosci ciggu geometrycznego otrzymujemy: a, = 1 +r,

a; =1+ 2r,as =1+ 57 oraz (a3)? = a, - a, . Stad i z warunkéw zadania dostajemy:

(a3)* = a, - ae
(1+2r)2=1+r)(1+57r)
0=2r+1r?
O0=7r(2+r)
r=0 VvV r=-2

Dla r = 0 warunki zadania nie sg spetnione, poniewaz pierwszy i ostatni wyraz ciggu
arytmetycznego (a,) nie sgréwne.
Dla r = —2 otrzymujemy a, = —1, a3 = =3, ag = —9. Ciag (—1,—3,-9) jest

geometryczny, wiec warunki zadania sg spetnione.
Obliczamy liczbe n wyrazéw ciggu (a,):

—2025=1+4+(n—1)-(-2)
n=1014

Obliczamy sume S;414 Wszystkich wyrazéw ciggu (a,):

1+ (~2025)

Sposob Il

Niech r oznacza réznice ciggu arytmetycznego (a,). Niech g oznacza iloraz ciggu
geometrycznego (a,,as,ae). Ciag arytmetyczny (a,) jest malejacy, wiec cigg
(ay,as,ag) nie jest staty. Zatem g = 1 oraz a, # 0. Ze wzoru na n-ty wyraz ciggu
geometrycznego i wiasnoséci ciggu arytmetycznego otrzymujemy: az = a, - q, ag = a, - q*
oraz 3(as; — a,) = as — a5 . Stad i z warunkéw zadania dostajemy:
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3(az — az) = ag — as
3a;-q—3a;=0a;-q* —az - q

0=a, (q*—4q+3)
a,=0 v ¢*—4q+3=0
a,=0 Vv g=1 VvV q=3

Dla a, = 0 orazdla g =1 warunki zadania nie sg spetnione, czyli q = 3. Zatem
a3=3a2,a6=9a2.
Korzystamy z wtasnosci ciggu arytmetycznego i obliczamy a,:

a;+as
2 %
1+ 3a,
=a
2 2
a, =-1
Poniewaz a, =1 i a, = —1, wiec rdéznica ciggu arytmetycznego jest rowna (—2).

Obliczamy liczbe n wyrazéw ciggu (a,):
—-2025=14+(n—-1) (-2
n=1014
Obliczamy sume S;y14 Wszystkich wyrazéw ciggu (a,):

1+ (—2025)
Sio14 = ————— 1014 = ~1 026 168

Sposob I

Niech r oznacza réznice ciggu arytmetycznego (a,). Ze wzoru na n-ty wyraz ciggu
arytmetycznego i wtasnosci ciggu geometrycznego otrzymujemy: as; = a, + 1,

ag = a, + 4r oraz (a3)? = a, - ag . Stad i z warunkéw zadania dostajemy:

(a3)* = a, - as
(ay +1)% =a, - (ay + 47r)
as + 2a,r +r?2 = a3 + 4a,r
0=r(a,—r)
r=0 Vv r=2a,

Dla r = 0 warunki zadania nie sg spetnione, poniewaz pierwszy i ostatni wyraz ciggu
arytmetycznego (a,) nie sgréwne.

Dla r = 2a, otrzymujemy a, = 1+ 2a, . Stad a, = —1, wiec r = —2. Zatem a; = —3
oraz a, = —9. Ciag (—1,—3,—9) jest geometryczny, wiec warunki zadania sg spetnione.
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Obliczamy liczbe n wyrazow ciggu (a,):
—-2025=1+(n—-1) (-2
n=1014
Obliczamy sume S;y14 Wszystkich wyrazéw ciggu (a,):

14 (—2025)
Si014 = ————— 1014 = ~1 026 168
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Zadanie 10. (0-4)

Wymaganie ogolne Wymaganie szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:
6.6R) rozwigzuje rownania i nieréwnosci
trygonometryczne [...].

Zasady oceniania

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik, np.: %k oraz —1—73 + %k oraz

m mk .
ﬁ+7,gd2|e k eZ.

3 pkt — przeksztatcenie rownania do postaci alternatywy réwnan trygonometrycznych
i rozwigzanie jednego z rownan tej alternatywy, np.:
e (sin(2x) = 0 lub cos?(2x) = %) oraz

X = %k (rozwigzania réwnania sin(2x) = 0)

e (sin(2x) =0 lub cos(2x) = —\/; lub cos(2x) = J;) oraz

X = _%T + mk oraz x = i—g + mk (rozwigzania réwnania cos(2x) = —J;)
e (sin(2x) = 0 lub cos(4x) = %) oraz
n | 7wk n 7k , o , 1
X=—q5+F5 oraz x =5+ (rozwigzania rownania cos(4x) = 5)
. . 1 . 1
e (sin(2x) =0 lub sin(2x) = -5 lub sin(2x) = > ) oraz
X = —% + mk oraz x = —i—g + mk (rozwigzania réwnania sin(2x) = —%),

gdzie k € Z.
2 pkt — przeksztatcenie réwnania do postaci alternatywy réwnan trygonometrycznych, np.:

sin(2x) = 0 lub cos?(2x) = %
J3

sin(2x) = 0 lub cos(2x) = -5 lub cos(2x) =

sin(2x) = 0 lub 2cos(4x) —1 =0,
sin(2x) = 0 lub 4sin?(2x) — 1 = 0.
1 pkt — zastosowanie wzoru na sinus sumy i przeksztatcenie réwnania do postaci
sin(4x) cos(2x) + cos(4x) sin(2x) — 2sin(2x) = 0 (dla sposobu I)
ALBO
— zastosowanie wzoru na réznice sinuséw i przeksztatcenie réwnania do postaci
2 cos(4x) sin(2x) — sin(2x) = 0 (dla sposobu ),
ALBO
— zastosowanie wzoru na sinus potrojonego kata i przeksztatcenie réwnania do postaci
—45in3(2x) + 3 sin(2x) — 2sin(2x) = 0 (dla sposobu IlI).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

V3
5

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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Uwagi:
1. a) Jezeli zdajacy popetni btedy, ktére nie sg rachunkowe, nie zrealizuje wymagan
z kryterium za 1 punkt, przeksztatci réwnanie do postaci sin(2x) - f(x) = 0, to moze
otrzymac co najwyzej 1 punkt za cate rozwigzanie (za rozwigzanie réwnania
sin(2x) = 0).
b) Jezeli zdajgcy zrealizuje wymagania z kryterium za 1 punkt, a nastepnie popetni btedy,
ktore nie sg rachunkowe, przeksztatci rownanie do postaci sin(2x) - f(x) =0
i rozwigze rownanie sin(2x) = 0, to otrzymuje 2 punkty za cate rozwigzanie.
2. Jezeli zdajgcy popetni tylko btedy rachunkowe i przeksztatci rGwnanie do postaci
sin(2x) - f(x) = 0, gdzie funkcja trygonometryczna f nie ma miejsc zerowych lub
rownanie trygonometryczne f(x) = 0 ma jedng serie rozwigzan w zbiorze liczb

. ., . . Tk .
rzeczywistych, oraz rozwigze réwnanie sin(2x) = 0, otrzymujgc x = > to moze

otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie, o ile nie nabyt praw do innej
punktacji.

3. Jezeli zdajacy przyjmie u = 2x irozwigze réwnanie sin(3u) — 2sinu =0 (lub
rownanie —4sin®u + 3sinu — 2sinu = 0) i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy, to
otrzymuje 3 punkty.

Przyktadowe pelne rozwigzania

Sposob | (poprzez sinus sumy)

Przeksztatcamy réwnanie sin(6x) — 2sin(2x) = 0 réwnowaznie, stosujgc wzdr na sinus
sumy katéw i cosinus podwojonego kata:

sin(4x + 2x) — 2sin(2x) = 0
sin(4x) cos(2x) + cos(4x) sin(2x) — 2sin(2x) = 0
2 sin(2x) cos?(2x) + [2 cos?(2x) — 1] sin(2x) — 2sin(2x) = 0

sin(2x) [4 cos?(2x) —3] =0
sin(2x) =0 Vv cos?(2x) =Z

sin(2x) =0 VvV cos(2x) = —? V cos(2x) = ?

Rozwigzujemy réwnanie sin(2x) = 0:

2x = mk
. k
2
gdzie k € Z.
Rozwigzujemy réwnanie cos(2x) = —g:

51 5w
2x=?+2ﬂk Vv 2x=—?+2nk

Strona 22 z 55



Wiecej arkuszy znajdziesz na stronie: arkusze.pl

Zasady oceniania rozwigzan zadan

T hmk v ox=—Z otk
x—12 T X = 12 T

gdzie k € Z.

Rozwigzujemy réwnanie cos(2x) = @ :

T T
2x =—+4+ 2wk V 2x=—g+2nk

6
=4k V x=-—+mk
x=r+m x=-—ztm
gdzie k € Z.
Rozwigzaniami rownania sin(6x) — 2 sin(2x) = 0 sg wszystkie liczby postaci:
Tk 51t 5t T T .
> —ﬁ+nk, ﬁ+nk, —ﬁ+nk oraz ﬁ+nk, gdzie k € Z.

Sposob Il (poprzez réznice sinusoéw)
Przeksztatcamy rownanie sin(6x) — 2sin(2x) = 0 réwnowaznie, stosujgc wzor na réznice
sinusow:

sin(6x) — sin(2x) — sin(2x) = 0

6x + 2x 6x — 2x
2 cos (T) sin (T) —sin(2x) =0

2 cos(4x) sin(2x) —sin(2x) =0
sin(2x) [2 cos(4x) — 1] =0

1
sin(2x) =0 V cos(4x) = 5

T T
2x =1k V 4x=§+2nk V 4x = ——+2mk

3
_ Tk v m Tk v _m Tk
¥ *T127T *TT12T
gdzie k € Z.
Rozwigzaniami rownania sin(6x) — 2 sin(2x) = 0 sg wszystkie liczby postaci:
Tk k

T n 7k ,
-~z t 5 oraz ﬁ+7,gd2|e k € Z.

Sposob Il (poprzez sinus potrojonego kata)
Przeksztatcamy réwnanie sin(6x) — 2 sin(2x) = 0 réwnowaznie, stosujgc wzdr na sinus
potrojonego kata:

sin(3 - 2x) — 2sin(2x) = 0
—455in3(2x) + 3 sin(2x) — 2sin(2x) = 0
sin(2x) [—4sin?(2x) +1] =0
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1
sin(2x) =0 Vv sin?(2x) = 7
1 1
sin(2x) =0 V sin(2x) = —3 vV sin(2x) = >

7T 11w T 5t
2x=mk V 2x=—+4+2ntk V 2x=—+2nk V 2x=—+4+2nk V 2x =—+ 21k

6 6 6 6
Sy x= kv x= ik v ox=Dtwk v ox=Ztmk
S A I S TR TRt ST
gdzie k € Z.
Rozwigzaniami rownania sin(6x) — 2 sin(2x) = 0 sg wszystkie liczby postaci:
mk w 5t 7T 11w .
> ﬁ+nk, ﬁ+nk, ﬁ+nk oraz ﬁ—l—nk, gdzie k € Z.
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Zadanie 11. (0-4)

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

9.4) rozpoznaje w graniastostupach

i ostrostupach katy miedzy scianami;
9.6) stosuje trygonometrie do obliczen
dtugosci odcinkéw, miar kgtéw [...].

Zasady oceniania
4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: a = 3v/6 oraz cospf = % .

3 pkt — obliczenie wysokosci x $ciany bocznej opuszczonej na krawedz boczng ostrostupa:

x =42
ALBO

— obliczenie sin (g) sin (g) = % ,
ALBO

— obliczenie dtugoséci krawedzi podstawy: a = 3v6 oraz zapisanie zaleznosci miedzy
funkcjami trygonometrycznymi katéw «a i £, np.
=2cos? (%) (1 - _ sinZq . L= C0sB
1= 2cos (2) (1=cosp), 1 =sin“a T—cosq’
ALBO

— obliczenie cosinusa kata f: cosf = % :
o

2 pkt — obliczenie dtugosci krawedzi podstawy ostrostupa oraz cos (%): a = 36 oraz

@ V7
cos (3) =5
ALBO
o x VT (B _|EB|
— zapisanie zwigzkow 4= 3 oraz sin (2) ==
ALBO
o - - : . 93
— obliczenie dlugosci (lub kwadratu dtugosci) b krawedzi bocznej ostrostupa: b = —
(ub b2 =23,
ALBO
— zapisanie zaleznosci miedzy dtugoscig krawedzi bocznej ostrostupa i wysokoscig
. . , x 214
Sciany bocznej opuszczong na krawedz boczng ostrostupa, np.: p="9
1 ,, 214 1 53\ 5 .o
Eb -T—Eb-x, (gb) +x“=0b ,
ALBO
— zapisanie zaleznos$ci miedzy funkcjami trygonometrycznymi katéw a i 3, np.
_ 2(X) 1 _ _ w2, 1—cosp
1= 2cos (2) (1=cosp), 1 =sin“a T cosa
1 pkt — obliczenie dlugosci a krawedzi podstawy ostrostupa: a = 36
ALBO
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— obliczenie cos (%) . cos (%) = g ,
ALBO

— obliczenie sina: sina = 29# ,
ALBO

— zastosowanie twierdzenia cosinuséw do tréjkgta ABD i zapisanie réwnania
a’ = x* + x? — 2x%cos B
ALBO
— zastosowanie twierdzenia cosinuséw do tréjkgta BCS i zapisanie rownania
a? = b? + b%? — 2b%cosa

ALBO
N e . . x a_x
— zapisanie zaleznosci miedzy a, x oraz a, np. sin (90 — 7) =5, 055 =",
ALBO

— zapisanie zaleznosci miedzy b, x oraz «a, np. sina = D

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy poprawnie zinterpretuje kat miedzy krawedziami bocznymi ostrostupa
i zastosuje twierdzenie cosinuséw do sciany bocznej — pomimo btednie obliczone;j
dtugosci krawedzi podstawy lub dtugosci krawedzi bocznej — to traktujemy to jak
spetnienie kryterium z mysinika pigtego z kategorii za 1 punkt.

2. Jezeli zdajgcy poprawnie zinterpretuje kat miedzy scianami bocznymi ostrostupa
i zastosuje twierdzenie cosinusow do tréjkgta z tym kgtem — pomimo btednie obliczonej
dtugosci krawedzi podstawy lub wysokosci $ciany bocznej poprowadzonej z wierzchotka
podstawy ostrostupa — to traktujemy to jak spetnienie kryterium z mysinika czwartego
z kategorii za 1 punkt.

3. Jezeli zdajacy btednie interpretuje kat miedzy krawedziami bocznymi ostrostupa, to moze
otrzymac co najwyzej 1 punkt za cate rozwigzanie.

4. Jezeli zdajacy rozpatruje inng bryte niz ostrostup prawidtowy tréjkatny, to otrzymuje
0 punktoéw za cate rozwigzanie.

Przyktadowe petne rozwigzania

Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia:

A, B, C — wierzchotki podstawy ostrostupa,

S — wierzchotek ostrostupa,

D — punkt wspélny wysoko$ci Sciany bocznej BCS poprowadzonej z wierzchotka B
i wysokosci sciany bocznej ACS poprowadzonej z wierzchotka A,

E, F — $rodki krawedzi — odpowiednio — AB i BC,

a — miara kata BSC,

p — miara kata dwusciennego zawartego miedzy $cianami bocznymi BCS i ACS ostrostupa
ABCS,

a — diugos¢ krawedzi podstawy ABC,

b — dtugos¢ krawedzi bocznej,
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x — wysoko$¢ Sciany bocznej poprowadzona z wierzchotka podstawy ABC (zobacz

rysunek).

-
-
-
-
-
-
e

Sposob I (z pominieciem krawedzi bocznej)
Obliczamy promien R okregu opisanego na podstawie ABC:

2nR = 6V2m
R =32
Obliczamy dtugo$¢ krawedzi podstawy:
aT\E =32
a=3V6

Stosujemy wzor na cosinus podwojonego kata i obliczamy cos (%):

cos @ = 2 cos? (%) -1
g=2cosz(%)—1
cos(D) =L v cos($) =Y

Poniewaz a < 180°, wiec cos (%) = g .

Poniewaz |4FCS| = 90° — 5, wiec |4CBD| = 2 Zatem:

= cos(3)

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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x=3\/€-g
x =42

Stosujemy twierdzenie cosinuséw do tréjkata ABD i obliczamy cos f:

a’?=x*+x*—-2-x-x-cosf

(3v6) =2-42—2-42cosf

5
cosﬁ’—14

Sposob Il (poprzez krawedz boczng)
Obliczamy promien R okregu opisanego na podstawie ABC:

2nR = 621
R=3V2
Obliczamy dtugos$¢ krawedzi podstawy:
av3
—=3V2
3
a=3V6
Stosujemy twierdzenie cosinuséw do trojkata BCS i obliczamy dlugosé¢ krawedzi bocznej:
2
(3V6) =b2+b%—2b-b-cosa
5
54 = 2b% —2b% - =
9
M3
b=——
2

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkgta BFS i obliczamy wysokos¢ SF Sciany

bocznej BCS:
a 2
— 2 _[—
ISF| = /b (2)

571 = j(%)z (1Y 2

2 2 2

Strona 28 z 55



Wiecej arkuszy znajdziesz na stronie: arkusze.pl

Zasady oceniania rozwigzan zadan

Korzystamy z podobienstwa trojkatow CDB oraz BFS i obliczamy dtugo$¢ BD:

x |SF|
a b
|SF|
X=a-——
32l
x =3V6- 9\2@ =42

2

Stosujemy twierdzenie cosinusow do trojkgta ABD i obliczamy cos f:

a’?=x*+x*—-2-x-x-cosf

(3v6) =2-42—2-42cosf

cos =1z

Sposob Il (poprzez sin (g))

Obliczamy promien R okregu opisanego na podstawie ABC:

2nR = 6V2n
R=3V2
Obliczamy dtugos¢ krawedzi podstawy:
aT\/§ =32
a=3V6

Stosujemy wzér na cosinus podwojonego kata i obliczamy cos (%):

cos @ = 2 cos? (%) -1

g=2c052(%)—1

2 3 2 3
Poniewaz a < 180°, wiec cos (%) = g
Poniewaz |4FCS| = 90° -7, wigc |4CBD| =75 i = = cos (%) Stad i ze zwigzku
@ = sin (g) otrzymujemy:
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3

Obliczamy cos :

cosf = 1 — 2sin? <E>

2
3 2
cos =1—2-(—)
g 27
_5
cosﬁ’—14

Sposoéb IV
Stosujemy twierdzenie cosinusow do trojkgta BDA i otrzymujemy:

a? =x%+x?>—-2x-x-cosp
a? = 2x%(1 —cos B)
Z trojkata prostokatnego BDS otrzymujemy % = sina, wiec x = b -sina idlatego
a’ = 2b% -sin?a - (1 — cos )
Stosujemy twierdzenie cosinuséw do tréjkata BCS i otrzymujemy:
a’?=b*+b?>—2b-b-cosa
a’ = 2b*(1 — cos a)
Stad i z zaleznosci a? = 2b? - sin®a - (1 — cos f) otrzymujemy:

2b? -sina - (1 — cos ) = 2b*(1 — cos a)

1—cosa
1—cos/3:m
1—cosa
1_COS'le—cosza
1
1_Cosﬁ:1+cosa
cosa
cosp = 1+ cosa
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O |l

cosﬁ’=1+%=E

Obliczamy promien R okregu opisanego na podstawie ABC:

2nR = 6\2n
R =32
Obliczamy dtugo$¢ krawedzi podstawy:
aT‘E =3V2
a=3V6

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA

Zasady oceniania rozwigzan zadan
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Zadanie 12. (0-5)

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

8.3) wyznacza réwnanie prostej, ktéra jest
réwnolegta lub prostopadta do prostej danej
w postaci kierunkowej i przechodzi przez
dany punkt.

8.7R) oblicza wspotrzedne oraz diugos$é
wektora; dodaje i odejmuje wektory oraz
mnozy je przez liczbe. Interpretuje
geometrycznie dziatania na wektorach.

Zasady oceniania (dla sposobu 1)

2 2

5 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: (x - g) + (y + %) = % .
4 pkt — obliczenie wspotrzednych punktow C oraz M: C = (2,1) oraz M = (g —%)

ALBO

— obliczenie wspotrzednych punktu C oraz dtugosci odcinka MC: C = (2,1)
4
oraz |[MC| =—=.
z |MC| 7

3 pkt — obliczenie wspédtrzednych punktu C: C = (2,1)

ALBO

— zapisanie réwnania z jedng niewiadomg (pierwszg lub drugg wspotrzedng punktu C),
oraz wyznaczenie wspotrzednych punktu M w zaleznosci od wspotrzednych

punktow A oraz C,np. 6x; + 2 - (—%xc + 2) — 14 =0 oraz

Xm = %(xc —x4) + x4 Oraz yy = %(YC —Ya) +Ya-
2 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg (pierwszg lub drugg wspétrzedng punktu (),
np. 6xC+2-(—%xC+2)—14=0, 6(4—2yc) + 2y, —14=0
ALBO
— wyznaczenie réwnania stopnia pierwszego symetralnej boku AB trojkgta oraz
wyznaczenie wspoétrzednych punktu M w zaleznosci od wspétrzednych punktéw A
oraz C, np.
6x+2y—14 =0 oraz xy = %(xc — X4) + x4 Oraz yy =%(yc —Ya) tVa.
1 pkt — wyznaczenie réwnania stopnia pierwszego symetralnej boku AB trojkata, np.
6x+2y—14=0
ALBO
— zapisanie wspotrzednych punktu C w zaleznosci od jednej zmiennej, np.
C = (xc,—%xc + 2),
ALBO
— wyznaczenie wspotrzednych punktu M w zaleznosci od wspotrzednych punktow A

1 1
oraz C,np. xy =5 (xc —xa) + x4 0raz yy =5 e —Ya) + Va -
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0 pkt — rozwigzanie, w ktdorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy zapisze wspotrzedne punktu C = (2,1) oraz uzasadni (np. rachunkowo),
ze ten punkt spetnia warunki zadania, to za te czes¢ rozwigzania otrzymuje 3 punkty.
Jezeli zdajgcy takiego uzasadnienia nie zapisze, to za te czes¢ rozwigzania otrzymuje
0 punktow.

2. a) Jezeli zdajgcy przyjmuje |AM| : |[MC| = 4 : 1, to moze otrzymac co najwyzej 4 punkty

za catfe rozwigzanie.
b) Jezeli zdajgcy przyjmuje stosunek |AM| : |[MC| innyniz 1:4 lub 4 : 1, to moze
otrzymacé co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

3. Jezeli zdajgcy przyjmie bez uzasadnienia, ze prosta AC jest prostopadta do prostej BC,
to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie (1 punkt za zapisanie
wspotrzednych punktu C w zaleznosci od jednej zmiennej lub wyznaczenie/obliczenie
wspotrzednych punktu M w zaleznosci od wspotrzednych punktéw A oraz C, oraz
1 punkt za konsekwentne rozwigzanie zadania do kohca).

Zasady oceniania (dla sposobu II)

: . : . 6\ 3\> 16
5 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: (x - E) + (y + E) =% -
4 pkt — obliczenie wspotrzednych punktu M oraz wspotrzednych wektora AM (lub

g,—%) oraz AM = [% ,%] (lub

wspétrzednych wektora W): M = (
— 4 8
M = [5.5).
3 pkt — obliczenie wspétrzednych punktu D oraz wyznaczenie rownania prostej ME:
13 9 1 8 4
D =(15.-1p) oazmp. y=—5(x~5) -5
ALBO
— obliczenie wspodtrzednych punktu E oraz wyznaczenie réwnania prostej MD:
8 4 13 9
E = (§ ,—g) oraznp. y = —3(x—ﬁ)—ﬁ.

2 pkt — obliczenie wspétrzednych punktéw D oraz E: D = (% —%) oraz
8 4
E=(5.-3)
ALBO
— wyznaczenie réwnania prostej MD, np. y = =3 ( — %) — % ,
ALBO
— wyznaczenie rownania prostej ME, np. y = —%(x — %) —% _
1 pkt — obliczenie wspotrzednych punktu D: D = (% —%)
ALBO

— obliczenie wspotrzednych punktu E: E = (g ,—%).
0 pkt — rozwigzanie, w ktdorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przykladowe petne rozwigzania

Sposob |

Zauwazmy, ze punkt A nie lezy na prostej x + 2y — 4 = 0, natomiast punkt B lezy na tej
prostej. Zatem w tej prostej zawiera sie ramie BC trojkata ABC.

VA
5
S
4
3 x+2y—4=0
1
B
0 k‘. 5
—-5—-4-3-2-1 1 2 3 45N~
—1 ®
O A
=2
=3
—4
=5

Niech C = (xc,yc). Wowczas y, = —%xc + 2. Poniewaz |CA| = |CB]|, wiec
|CAI> = |CB|?
(1=xc)>+(=1-yc)* = (4 —xc)* + (0 —yc)?
1—2xc+x2+1+2y; +y% =16 —8x; + x2 + y?2
6xc +2y,—14=0

1
6xc+2—<—§xc+2)—14=0

XC=2

Zatem C = (2,1).

Niech M = (xp;,ym). Z warunkdw zadania wynika, ze AM = % - AC. Obliczamy
wspotrzedne punktu M:

[xy = Lyy = (=Dl =z-[2-1,1 - (=1)]

U] =

1

5 5

Zatem M = (g —%)
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Obliczamy kwadrat promienia okregu, ktory przechodzi przez punkt C i ma $rodek
w punkcie M:

M= (2-3) +(1+3) =228
B 5 5/ 25 5

Réwnanie okregu, ktory przechodzi przez punkt € i ma $rodek w punkcie M, ma postac
( 6)2+( +3>2_16
*75) TV T5) T
Sposdb Il

Niech D = (xp,yp) bedzie punktem przeciecia prostej AB z prosta, ktdra jest prostopadta
do AB iprzechodzi przez punkt M.

Niech E = (xz,yg) bedzie punktem przeciecia prostej AB z prostg, ktora jest rownolegta
do BC iprzechodzi przez punkt M.

Zauwazmy, ze punkt A nie lezy na prostej x + 2y — 4 = 0, natomiast punkt B lezy na tej
prostej. Zatem w tej prostej zawiera sie ramie BC trojkata ABC.

Z warunkow zadania oraz twierdzenia Talesa otrzymujemy:

YTy
5
1
e = 1ys = (-D] =2+ [4 = 1,0 = (-1)]
3 1
Stad Ez(g,—g).

Zatem prosta ME ma réwnanie y = —%(x - g) - % ,czyli y = —%x.

ME || BC
KOMISJA Strona 35 z 55
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Poniewaz ME || BC, wiec tréjkgt AME jest rownoramienny i |AM| = |ME|. Stad prosta
MD jest symetralng odcinka AE. Zatem punkt D dzieli odcinek AB w stosunku 1 :9
(liczac od punktu A). Obliczamy wspétrzedne punktu D:

— 1 —
AD =—-AB
10

1
xp =L yp = (=Dl =75 [4 =10 - (=1)]

xD—1=—0 A yD+1:

10
13 9
stad D = (15 .~ 15)-
. oo : . , 0—-(-1) 1 .
Wspétczynnik kierunkowy a,p prostej AB jestrowny ayg = 7—1 — 3 Wiec prosta

. , _ 13 9 .
MD ma réwnanie y = —3 (x - ﬁ) ~ 10" czyli y = =3x + 3.

Obliczamy wspotrzedne punktu M:

1—3+3
SX =3

Stad M = (g —%)

Z warunkow zadania
MC =4 AM—4[6 1 3 (1)]—[48
B B 5 "5 |55

Obliczamy kwadrat promienia okregu, ktory przechodzi przez punkt C i ma $rodek

w punkcie M:
|W|2 _ (4)2 N (8)2 _ 16
-~ \5 5/ 5

Rownanie okregu, ktory przechodzi przez punkt € i ma srodek w punkcie M, ma postac

( 6)2+( +3>2_16
X5 Y*s5) =5
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Zadanie 13. (0-5)

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

3.2R) rozwigzuje rownania i nierébwnosci
liniowe i kwadratowe z parametrem.
4.12) wykorzystuje wtasnosci funkcji
kwadratowej liniowej i kwadratowej do
interpretacji zagadnien geometrycznych

[.].

Zasady oceniania (dla sposobu )
5 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: (1, +o0).
4 pkt — rozwigzanie pieciu warunkéw 1) — 5) okreslonych w kryterium za 1 punkt.
3 pkt — rozwigzanie czterech sposréd warunkéw 1) — 5) okreslonych w kryterium za 1 punkt.
2 pkt — rozwigzanie trzech sposréd warunkow 1) — 5) okre$lonych w kryterium za 1 punkt.
1 pkt — zapisanie wszystkich warunkéw 1) — 5):

1) f(p) <0 (lub g <O0,Ilub A>0),

2) p> -2,

3 p<2

4) f(=2) >0,

5) f(2) >0,

ALBO

— rozwigzanie jednego z warunkow 1) — 5):
1) f(p) <0 (lub g <0,lub A>0): me (0,+x),

2) p>—2: me (—oo,—%) U (0, +00),

3) p<2: mE (—,0) U (%,+oo),
4) f(=2)>0: meR,
5) £(2) > 0: mE€ (—oo,%) U (1, +).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:
1. Jezeli zdajgcy rozwigzuje warunek A = 0, to za te cze$¢ rozwigzania otrzymuje
0 punktow.
2. Jezeli zdajacy:
a) nie rozwigze wszystkich warunkéw 1) — 5) okreslonych w kryterium za 1 punkt albo
b) podczas rozwigzywania warunkow 1) — 5) popetni btedy rachunkowe i otrzyma zbiory
rozwigzan, ktorych czes$¢ wspdlna jest zbiorem pustym, albo
) popetni bfad, ktdry nie jest rachunkowy,

to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

KOMISIA Strona 372 55

EGZAMINACYJNA



Wiecej arkuszy znajdziesz na stronie: arkusze.pl

Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2026 r.

Zasady oceniania (dla sposobu 1)
5 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: (1, +o0).
4 pkt — rozwigzanie pieciu warunkéw I) — V) okreslonych w kryterium za 2 punkty
ALBO
— spetnienie warunkow ) oraz lll), oraz 1V), oraz zapisanie x; < X,.
3 pkt — spetnienie czterech sposrod warunkow |) — V) okreslonych w kryterium za 2 punkty

ALBO

— spetnienie warunkow ) oraz lll), oraz zapisanie x; < x5, ,
ALBO

— spetnienie warunkow ) oraz IV), oraz zapisanie x; < X, ,
ALBO

— spetnienie warunkow lIl) oraz IV), oraz zapisanie x; < x,.
2 pkt — spetnienie warunku |) i jednego z warunkéw Il) — V):
I) wyznaczenie wszystkich warto$ci parametru m, dla ktérych funkcja f ma

doktadnie dwa miejsca zerowe oraz wyznaczenie miejsc zerowych x; oraz x,

1—vm 1+ vm
oraz x; = —

funkcji f w zaleznosciod m: m € (0,40) i x; =

. L, . 1
[I) rozwigzanie nieréwnosci x; < 2: m € (Z ,+00),
I1) rozwigzanie nieréwnosci —2 < x; : m € (0, +),
IV) rozwigzanie nieréwnosci x, < 2: m € (1, +),
V) rozwigzanie nierownosci —2 < x, : m € (0, +o0),
ALBO

— spetnienie trzech sposrod warunkow 1) — V).
1 pkt — wyznaczenie wszystkich wartosci parametru m, dla ktérych funkcja f ma dokfadnie

dwa miejsca zerowe: m € (0, +o0)
ALBO

— wyznaczenie miejsc zerowych funkcji f w zaleznosciod m: x; = o oraz

_1+vm
Xy = ———.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:
1. Jezeli zdajgcy rozwigzuje warunek A > 0, to za te czes¢ rozwigzania otrzymuje
0 punktow.
2. Jezeli zdajacy:
a) nie rozwigze wszystkich warunkéw I) — V) okreslonych w kryterium za 1 punkt albo
b) podczas rozwigzywania warunkow |) — V) popetni btedy rachunkowe i otrzyma zbiory
rozwigzan, ktérych czesc¢ wspolna jest zbiorem pustym, albo
c) popetni bfad, ktdry nie jest rachunkowy,

to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

Strona 38 z 55



Wiecej arkuszy znajdziesz na stronie: arkusze.pl

Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zasady oceniania (dla sposobu 1)
5 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: (1, +o0).
4 pkt — rozwigzanie pieciu warunkéw A) — E) okreslonych w kryterium za 1 punkt.
3 pkt — rozwigzanie czterech warunkéw sposrod warunkéw A) — E) okreslonych w kryterium
za 1 punkt.
2 pkt — rozwigzanie trzech warunkéw sposrod warunkéw A) — E) okreslonych w kryterium za
1 punkt.
1 pkt — zapisanie warunkow A) — E):
A) A>0,
B) x;+2+x,+2>0,
C) x1 x4+ 2(x; +x,) +4>0,
D) 2—x;+2—x,>0,
E) x;-x, —2(x; +x,) +4 >0,
ALBO
— rozwigzanie jednego z warunkéw A) — E):
A) A>0: me€ (0,+00),

B) x; +2+%x, +2>0: me(—m,—%)u(0,+00),
C) xg - x3+2(x; +x,)+4>0: m#0,
D) 2—x;+2—x, >0 mE(—O0,0)U(%,+OO),

E) x; - x; —2(x; +x,)+4>0: me (—,0) U (0,%) U (1, +0).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:
1. Jezeli zdajgcy rozwigzuje warunek A = 0, to za te cze$¢ rozwigzania otrzymuje
0 punktow.
2. Jezeli zdajacy:
a) nie rozwigze wszystkich warunkéw A) — E) okreslonych w kryterium za 1 punkt albo
b) podczas rozwigzywania warunkéw A) — E) popetni btedy rachunkowe i otrzyma zbiory
rozwigzan, ktorych czes¢ wspdlna jest zbiorem pustym, albo
) popetni biad, ktéry nie jest rachunkowy,

to moze otrzymacé co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob | (poprzez interpretacje geometryczng)

Poniewaz m # 0, wiec wspdtczynnik przy x? jest dodatni. Zatem parabola, ktéra jest
wykresem funkcji f, ma ramiona skierowane ku gorze.

Stad funkcja f ma doktadnie dwa miejsca zerowe nalezace do przedziatu (—2,2) tylko
wtedy, gdy spetnione bedg nastepujgce warunki:

1) f(p) <0 (lub g <0,lub A>0)
2) p>-2

A p<2

4) f(=2)>0

5) f(2) > 0.
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Rozwigzujemy warunek 1):

f(p) <0
)<
m2-<%)2—2m-%—m+1<0

-m<0 A m=#=0

m € (0, +)

Warunki 2) oraz 3) mozna rozwigza¢ za pomocg nierownosci podwojne;j:

p € (=22)

1
|m|>§ A m#0
e (~o3) v (3r+)
—00, —— —, 400
m T2)

f(=2)>0
m?-(-2)?-2m-(-2)-m+1>0

Rozwigzujemy warunek 4):

4m?+3m+1>0

(Zm + E)Z + l >0
4 16
meR
Rozwigzujemy warunek 5):
f(2)>0
m?2-22-2m-2-m+1>0

4m?> —-5m+1>0

4(m—1)(m—%)>0
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1
m € (—00, Z) U (1,+)
Wyznaczamy wszystkie wartosci parametru m, ktére jednoczes$nie spetniajg warunki 1) — 5)
oraz m # 0: m € (1,+).
Funkcja f ma dwa rézne miejsca zerowe nalezgce do przedziatu (—2,2) tylko wtedy, gdy

m € (1, +).

Sposob Il (poprzez wyznaczenie miejsc zerowych)
Przy m # 0 funkcja f ma doktadnie dwa miejsca zerowe x; , x, nalezace do przedziatu
(=2, 2), gdy spetnione s3g nastepujgce warunki:

N A>0

I x; <2
1 —2<x;
V) x, <2
V) —2<x,.

Rozwigzujemy nieréwno$é b? — 4ac > 0:
(-2m)?>—-4-m?-(-m+1)>0
4m3 >0
m € (0, +)
Wtedy miejsca zerowe sg rowne:

_2m—2m-\/m 1—vm

X, = =

2m? m
oraz
2m+2m-vym 1++m
x2 — =
2m?2 m
Rozwigzujemy nieréwnos¢ —2 < x; < 2:
1—+vm
-2< <2
m

(-2m<1-vm A m>0) A (1-vm<2m A m>0)

2m—vm+1>0 A m>0) A 2m+Vm—-1>0 A m>0)

2

(2(%—%) +g>0 A m>0) A (2(\/%+1)<\/E—%>>0 A m>0>

m>0 A ((M<—1v\/ﬁ>%) A m>0>
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1
m>0 A (m>Z A m>0)

mEe|-,+o
4
Rozwigzujemy nierownos¢ —2 < x, < 2:

1++Vm

m

(-2m<1+vm A m>0) A (1+Vvm<2m A m>0)

—2< <2

2m+Vvm+1>0 A m>0)A 2m—Vm—-1>0 A m>0)

2

(2@%+i)+g>o A7n>0 A @@%—1xwﬁ+9>o A7n>®

m>0 A <(\/ﬁ<—%v \/ﬁ>1> A m>0>

m>0 A (m>1 A m>0)
m € (1,+)

Wyznaczamy wszystkie warto$ci parametru m, ktére jednoczesnie spetniajg warunki 1) — V)
oraz m# 0: m € (1,+).

Funkcja f ma dwa rézne miejsca zerowe nalezgce do przedziatu (—2,2) tylko wtedy, gdy

m € (1, +).

Uwaga.
Wszystkie wartosci m, dla ktérych funkcja f ma dokfadnie dwa miejsca zerowe oraz te
miejsca zerowe, mozna wyznaczy¢ rowniez nastepujaco.

f(x) =m?x?-2mx—m+1
flx)=(mx—-1)*-m
(mx—1)%2-m=0
(mx —1)2 =m

Dla m < 0 to réwnanie nie ma rozwigzan rzeczywistych, natomiast dla m > 0
otrzymujemy:

mx—1=—m v mx—1=+vVm
_1-+m y _1++vm

X1 = X2
m m

Zatem funkcja f ma doktadnie dwa miejsca zerowe tylko wtedy, gdy m € (0 + o).
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Sposob Il (poprzez wzory Viete’a)
Przy m # 0 funkcja f ma doktadnie dwa miejsca zerowe x; , x, nalezace do przedziatu
(=2, 2), gdy spetnione sg nastepujace warunki:

Liczby 2 — x; oraz 2 — x, sg dodatnie tylko wowczas, gdy ich suma i iloczyn sg dodatnie.
Liczby x; + 2 oraz x, + 2 sa dodatnie tylko wowczas, gdy ich suma i iloczyn sg dodatnie.
Zatem przy m # 0 funkcja f ma doktadnie dwa miejsca zerowe x; , x, nalezgce do
przedziatu (—2,2) tylko wéwczas, gdy spetnione sg ponizsze warunki:

A) A>0
B) x4y +2+x,+2>0
C) x; - x,+2(x; +x,)+4>0
D) 2—x;+2—x,>0
E) x; -x; —2(x; +x,) +4 > 0.

Rozwigzujemy warunek A), tj. nieréwno$é¢ b? — 4ac > 0:
(-2m)?—4-m?-(-m+1)>0
4m3 >0
m € (0, +)
Rozwigzujemy warunek B), stosujgc wzory Viéte’a:

X1 +2+x,+2>0
2m
—2+4->0
m

4m?>+2m>0 A m=#0

2m(2m+1)>0 A m=#0
1
me (—00,—§> U (0, +0)

Rozwigzujemy warunek C), stosujgc wzory Viéete'a:
xl-x2+2(x1+x2)+4>0

-m+1 2m
m m

—m+1+4m+4m?>>0 A m=0

4m?+3m+1>0 A m=#0

2

3 7
2 — — A
(m+4) +16>0 m#*0

m=#*0
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Rozwigzujemy warunek D), stosujgc wzory Viéte’a:
2—x1+2—x,>0

2m
4——>0
m

4m?2 -2m>0 A m=0

2m(Zm—-1)>0 A m=#0
1
me€ (—o,0) U (§,+oo>

Rozwigzujemy warunek E), stosujgc wzory Viéte'a:
xl'xz—Z(x1+x2)+4>0

-m+1 2m
—2—2-—2+4>0
m m

—-m+1—-4m+4m?>>0 A m=0
4m? —-5m+1>0 A m=#=0

Adm-1)(m—-1)>0 A m=#=0

m € (—,0) U (0,%) U (1,+)

Wyznaczamy wszystkie wartoéci parametru m, ktére jednoczesnie spetniajg warunki A) — E)

oraz m# 0: m € (1,+).
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Zadanie 14. (0-6)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:
7.1R) stosuje twierdzenia charakteryzujgce
czworokaty wpisane w okrag i czworokaty

opisane na okregu.

Zasady oceniania

6 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: |BC| =5 i |CD| = 6 oraz
P = 30V3.

5 pkt — obliczenie dtugosci bokéw BC oraz CD: |BC| =5 oraz |CD| = 6.

4 pkt — zapisanie rownania z jedng niewiadomg (dlugoscig boku BC lub dtugoscig boku
CD), np.
91 = |BC|*+ (|BC| + 1)> =2 - |BC| - (|BC| + 1) - cos 120°,

1 2 13 ’
91 = (IBCI Hl4s IBCI) +(52-18el
ALBO
— zapisanie uktadu réwnan z dwiema niewiadomymi (dtugosciami bokow BC i CD),

9+ |CD| = 10 + |BC|
np. {

(Vo) = |BC|? + |CD|? — 2 - |BC| - |CD| - cos 120°
3 pkt — spetnienie wszystkich warunkéw 1) — 3) okreslonych w kryterium za 1 punkt
ALBO
— spetnienie warunkow 1) i 2) okreslonych w kryterium za 1 punkt oraz zastosowanie
twierdzenia cosinuséw do trojkata BCD i zapisanie réwnania

|BD|? = |BC|?> +|CD|*> — 2 - |BC| - |CD| - cos|4BCD|,

ALBO

— spetnienie warunkow 2) i 3) okreslonych w kryterium za 1 punkt oraz zastosowanie
twierdzenia cosinuséw do tréjkata BCD i zapisanie réwnania

|BD|? = |BC|?> + |CD|? — 2 - |BC| - |CD| - cos|4BCD|.

2 pkt — spetnienie dwdch sposrdod warunkéw 1) — 3) okreslonych w kryterium za 1 punkt.
1 pkt — spetnienie jednego z warunkéw 1) — 3):

1) zastosowanie twierdzenia o czworokgcie opisanym na okregu i zapisanie
zaleznosci miedzy dlugoscig boku BC a dtugoscig boku CD czworokata, np.
9+ |CD| =10+ |BC|,

2) zapisanie jednego z dwéch réwnan: |BD|? = 92 +10%2 —2-9-10 - cos 60° lub
IBD|? = (7- 10) +(9-5)2,

3) zastosowanie twierdzenia o czworokgcie wpisanym w okrag i obliczenie miary kata
BCD: 120°.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Uwaga:
Jezeli jedynym btedem zdajgcego jest:
a) btedne zastosowanie twierdzenia cosinuséw albo
b) btedne zastosowanie wzoru redukcyjnego, albo
c) btedne zastosowanie twierdzenia o czworokgcie opisanym na okregu (ij. zapisanie
zwigzku 9 - |CD| =10 |BC| lub 10 + |CD| = 9 + |BC]), albo
d) bledne zastosowanie wtasnosci miarowych tréjkgta prostokatnego o katach ostrych
30° i 60°, albo
e) btedna interpretacja obliczonej dtugosci jednego z dwoch szukanych bokow
czworokata,

ale zdajgcy realizuje poprawnie strategie rozwigzania zadania, to moze otrzymac co
najwyzej 4 punkty za cate rozwigzanie, o ile nie nabyt prawa do innegj liczby punktéw.
Jezeli zdajgcy popetni dodatkowo btedy rachunkowe, to moze otrzymac co najwyzej
3 punkty za cate rozwigzanie, o ile nie nabyt prawa do innej liczby punktow.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Przyjmijmy nastepujace oznaczenia: x = |BC|, y = |CD|, d = |BD| (zobacz rysunek).

Na czworokagcie ABCD jest opisany okrag, wiec 60° + |£BCD| = 180°, czyli
|ABCD| = 120°.

W czworokat ABCD jest wpisany okrag, wiec 9+ y =10+ x, czyli y = x + 1.
Stosujemy twierdzenie cosinuséw do tréjkata ABD i otrzymujemy

d?=92+10%2—-2-9-10 - cos 60°
Stosujemy twierdzenie cosinuséw do trojkata BCD i otrzymujemy:

d2=x*>+y%2—2-x-y-cos120°

dz=x2+(x+1)2+2x(x+1)-l
2
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Zatem:
1
92+102—2-9-1O-cos60°=x2+(x+1)2+2x(x+1)-5

0=3x2+4+3x-90
0=x%+x-30
x=5V x=-6¢(0,+x)

Stad |BC| =5 i |CD| =|BC|+ 1 =6.
Pole czworokata ABCD jest sumg pdl trojkatéw ABD i BCD.
Obliczamy pole P czworokgta ABCD:

1 1 V3 V3
P==--9-10-sin60°+>-5-6-sin120° = 45 - —— + 15 - — = 303
2 2 2 2
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Zadanie 15. (0-7)

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe

[ll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:
11.6R) stosuje pochodne do rozwigzywania

zagadnien optymalizacyjnych.

Zasady oceniania

Czes¢ a)

3 pkt — poprawne przeksztatcenia i przeprowadzenie petnego rozumowania.

2 pkt — spetnienie kryterium zapisanego w pierwszym myslniku w kategorii za 1 punkt oraz
zapisanie uktadu co najwyzej trzech réwnan niezaleznych, umozliwiajgcego
wyznaczenie h w zaleznosciod x

ALBO

—wyznaczenie tg(2a) w zaleznosciod x, np. tg(2a) = ﬁ (dla sposobu 1),
ALBO

— wyznaczenie zaleznosci miedzy P oraz x,np. P? = g(g — x) -%xz

(dla sposobu IlI).
1 pkt — zapisanie zwigzku miedzy h i x oraz jedng z wielko$ci: dtugoscig b ramienia, lub
diugosciag odcinka CE, lub dtugoscig odcinka CS, np.:

1
1 \? r 5X 1
2 _ (2 2 — = 2=
b‘(z") +h7, =52
ALBO

— zapisanie zwigzku tga =

sxh=r- Gx+b),

(dIa sposobu 1),

NIH| -

ALBO
— zapisanie zwigzku P = (b+ ) r lub

P=\/(b+%x>( )( )(b—l— x—x) (dla sposaobu I11),

ALBO

— zapisanie zwigzkéw P = %bz sin(2B) oraz sinf =
ALBO

— zapisanie dtugosci bokéw trojkgta ADC (lub tréjkgta CES) w zaleznosciod x i h
(dla sposobu 1V),
ALBO

— zapisanie dtugo$ci przyprostokgtnych trojkatéw ADC oraz CES w zaleznosciod x
i h (dla sposobu IV).

0 pkt — rozwigzanie, w ktdorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

h—r"

Uwaga:

Kategorie za 1 punkt oraz za 2 punkty oceniamy w sytuacji, gdy zdajgcy postuguje sie
symbolem r albo przyjmie r = 2 lub r = 4. Natomiast jezeli zdajgcy przyjmie promien
inny niz 2 lub 4, to moze otrzymac co najwyzej 1 punkt za cate rozwigzanie.
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Czesc b)

4 pkt — uzasadnienie, ze funkcja P przyjmuje warto$¢ najmniejszg dla x = 43 (m), oraz
obliczenie pola tréjkatnego klombu o takiej podstawie: P(4v3) = 12v3 (m?).

3 pkt — uzasadnienie (np. poprzez badanie monotonicznosci funkcji), ze funkcja P przyjmuje
wartos¢ najmniejszg dla x = 4+/3.

2 pkt — obliczenie miejsca zerowego pochodnej funkcji P: x = 4+/3.

6x2 - (x2 — 16)—2x3 - 2x
(x2-16)" |

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

1 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji P, np. P'(x) =

Uwagi:
1. Jezeli zdajgcy wyznacza pochodng ilorazu jako iloraz pochodnych, to otrzymuje
0 punktoéw za cate rozwigzanie.
2. a) Jezeli z rozwigzania wynika, ze zdajgcy poprawnie stosuje wzoér na pochodng ilorazu
funkcji oraz zdajgcy poprawnie wyznacza pochodne funkcji 2x3 oraz x? — 16 i dalej
6x2 - (x% — 16)—2x3 - 2x

|
(x2—16) ub

popetnia btedy, otrzymujgc pochodng w postaci

(ZB(—x))Z’ gdzie B jest wielomianem stopnia czwartego, ktory w przedziale (4,10]
x4—16

ma doktadnie jeden pierwiastek, i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze
otrzymaé co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie (za miejsce zerowe pochodnej, za
uzasadnienie istnienia najmniejszej wartosci funkcji, za obliczenie najmniejszej wartosci
funkcji P).
b) Jezeli z rozwigzania nie wynika, ze zdajgcy poprawnie stosuje wzér na pochodng
ilorazu funkgji lub zdajgcy btednie wyznacza pochodng funkcji 2x3 lub x2 — 16 i dalej
6x? - (x% —16)—2x3 - 2x

popetnia btedy, otrzymujgc pochodng w postaci (x2—16) lub
% , gdzie B jest wielomianem stopnia czwartego, ktéry w przedziale (4,10]
(x°—16)

ma doktadnie jeden pierwiastek, i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze
otrzymacé co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie (za uzasadnienie istnienia
najmniejszej wartosci funkcji i za obliczenie najmniejszej wartosci funkcji P).

3. Za poprawne uzasadnienie, ze rozwazana funkcja osigga warto$¢ najmniejszg dla
wyznaczonej wartosci x, przy ktérej pochodna sie zeruje, mozna uznaé sytuacje, gdy
zdajacy bada znak pochodnej
ORAZ:

— opisuje (stownie lub graficznie — np. przy uzyciu strzatek) monotoniczno$¢ funkcji P

LUB

— zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci x funkcja P ma minimum lokalne i jest to
jednoczesnie jej najmniejsza wartosc,

LUB

— zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci x funkcja P ma minimum lokalne i jest to
jedyne ekstremum tej funkciji.
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Badanie znaku pochodnej zdajgcy moze opisa¢ w inny sposéb, np. szkicujgc wykres
funkgciji, ktéra w ten sam sposob jak pochodna zmienia znak, i zaznaczajgc na rysunku (np.
znakami ,+” i ,—”) znak pochodnej.

4. Jezeli zdajacy przedstawi niepetne uzasadnienie, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty
za cate rozwigzanie (nie otrzymuje punktu za uzasadnienie istnienia najmniejszej
wartosci).

5. Jezeli zdajgcy, uzasadniajgc najmniejszg wartos¢ funkcji, rozpatruje funkcje w R lub
R, ,lubw (4,+), lubw (0,10], to moze uzyskaé co najwyzej 3 punkty za cate
rozwigzanie.

6. Jezeli zdajgcy nie uzasadnia istnienia najmniejszej wartosci funkcji, to moze uzyskac co
najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie (1 punkt za pochodng i 1 punkt za miejsce zerowe
pochodnej).

Przykltadowe petne rozwigzania

a)

Sposob |

Rozwazmy trojkat réwnoramienny ABC o podstawie AB dtugosci x i wysokosci CD,

w ktoéry jest wpisany okrgg o promieniu r = 2. Niech S bedzie srodkiem tego okregu,
natomiast E — punktem stycznosci tego okregu z ramieniem AC. Oznaczmy h = |CD| oraz
b = |AC| (zobacz rysunek).

Korzystamy z podobienstwa trojkatow CES i CDA, otrzymujgc:

ISE| _|AD
ICS| — |AC]

Strona 50 z 55



Wiecej arkuszy znajdziesz na stronie: arkusze.pl

Zasady oceniania rozwigzan zadan

Stad i z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkgta ADC dostajemy:
1 \2
= (5x) + a2
2x +
rn-5%) = (32) +
s 72 T2

1 1 1 1
_ 2h2__ Zh 2 — 42 h2
16x 4x +4x 4x +

h(x? — 16) = 4x?

. 4x?
- x2-16
Wyznaczamy pole P tréjkata ABC:
P_lh_l x> 2P
2T 16T k2 - 16

To nalezato wykazac.

Sposob Il

Rozwazmy tréjkat rwnoramienny ABC o podstawie AB dtugosci x iwysokosci CD,
w ktory jest wpisany okrag o promieniu r = 2. Niech S bedzie srodkiem tego okregu.
Oznaczmy h = |CD| oraz a = |4SBD| (zobacz rysunek).
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Z trojkata prostokgtnego BSD otrzymujemy tga = 11 = % .
> X
2

Stad i ze wzoru na tangens podwojonego kata otrzymujemy

(2 = _2BY 2'% I
8 a)_l—tgza_l_(g)z_xz—m

X

Punkt S jest srodkiem okregu wpisanego w trojkgt ABC, wiec prosta SB jest dwusieczng

kata CBD. Zatem 1£ =tg(2a), czyli
>X

h = 1 tg(2a) = x
IR T T
Wyznaczamy pole P trojkata ABC:
1 1 4x? 2x3

P==xh=<x- =
2T T 216 x2— 16

To nalezato wykazac.

Sposob 11l

Rozwazmy trojkat rownoramienny ABC o podstawie AB dtugosci x i wysokosci CD,
w ktory jest wpisany okrag o promieniu r = 2. Oznaczmy b = |AC| iniech p bedzie
potowg obwodu tego tréjkata.

Wowczas p = W =b+ %x. Stad i ze wzoru P = p - r otrzymujemy:

p=(b+ix)-2
= (b+3%)

P—x
2

b=
Korzystamy ze wzoru Herona i otrzymujemy:

P=yp@—-b)p—b)p—=x)

p:j(b+;x)(b+;x_b)(b+;x_b)(b+;x_x)

P2—<b+1 >(b L ) !
= 2* 2%) 2*

Stad i ze zwigzku b = % wyznaczamy pole trojkata ABC:
Pz_(P—x_l_l )(P—x 1 ) 1,
“\2 T2z T2t
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p2=1p <1P )12
B AV A
P_l(lp )12
B AV A

1 1
P=—PxZ—_y3
16~ ~g*

16P = Px? — 2x3
2x3 = Px%? — 16P

2x3

16 |

To nalezato wykazac.

Sposoéb IV

Rozwazmy tréjkat rownoramienny ABC o podstawie AB dtugosci x iwysokosci CD,

w ktoéry jest wpisany okrgg o promieniu r = 2. Niech S bedzie srodkiem tego okregu,
natomiast E — punktem stycznosci tego okregu z ramieniem AC. Oznaczmy h = |CD| oraz
B = |4SCE| (zobacz rysunek).

C

Katy w tréjkgtach ADC oraz SEC majg miary 90°, f oraz 90° — B, wiec te tréjkaty sa
podobne na podstawie cechy kkk podobienstwa trojkatow. Tréjkat ADC jest podobny do
1

=X
trojkata SEC wskali k = 27 = %x. Zatem |AC| =k -|CS| = %x - (h —2) (zobacz

rysunek).
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Stosujemy do trojkgta ADC twierdzenie Pitagorasa i otrzymujemy:

Lo - () o

EREER
X T2Y) T\

1 1 1 1
o 2p2 .2 a2 — o2 2
16xh 4x h+4x 4x + h
1 1
a2k a2 —
16xh 4x h
1 1
2 _ )
h(16x 1) 2%

h(x? — 16) = 4x?

. 4x?
- x2-16
Wyznaczamy pole P trojkgta ABC:
P_lh_l x> 2P
T2 TN 16 T k216

To nalezato wykazac.

b)

3
Obliczamy argument, dla ktérego funkcja P okreslona wzorem P(x) = %
dla x € (4,10] osigga warto$¢ najmniejsza.

6x2-(x2—16)—2x3-2x _ 2x2(x2—48)

Wyznaczamy pochodng funkcji P: P'(x) = > >
(x2-16) (x2-16)

dla x € (4,10].
Obliczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji P:

P'(x)=0
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2x*(x* —48)
(x2 —16)2

2x%2(x?2—48) =0
x=0¢(410] Vv x=-4V3¢(410] Vv x=4V3€ (4 10]

Badamy znak pochodnej:
P'(x) <0

2x%(x? — 48)
(x%2 —16)2

x?(x*—48) <0 A x€ (4,10]

<0 A x€(410]

x><48 A x€(4,10]
x € (4,4\/?)

wigc P'(x) <0 dla x € (4,4V3) oraz P'(x) > 0 dla x € (4v3,10].
Zatem funkcja P jest malejaca w przedziale (4,4+v3] irosnaca w przedziale [4v/3,10].
Stad funkcja P osigga wartosé najmniejszg dla x = 43 (m). Wtedy

3
2-(4V3
P(4V3) = # =12V3 (m?)
(4V3)" — 16
Uwaga.
Funkcja P jest r6zniczkowalna, wiec jest ciggta. Ponadto liT+P(x) = 400 oraz
X—
ligré_ P(x) = 52% , wiec uwzgledniajgc wartos¢ funkcji P w punkcie stacjonarnym

X—

x = 43 réwng P(4V3) = 12v3, mozna sformutowa¢ wniosek, ze funkcja P osigga

warto$¢ najmniejszg réwng 12+v/3 dla argumentu x = 4+/3.
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